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•° ¥ ¤¨±« ®¢¨¥

•° ¥ ¤¬¥ ² ¨§³·¥­¨¿ ² ®¯®« ®£¨¨ | ±¢®©±²¢  ´ ¨£³°, ± ®-

µ° ­¿¾¹¨¥ ±¿ ¯°¨ ­¥¯° ¥°»¢­»µ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­  ·­»µ

¯° ¥ ® ¡° § ®¢ ­¨¿µ ¨«¨ ¯°¨ ¤¥ ´ ®°¬ ¶¨¿µ. •¥°¢®­  · «¼­® ¥

§­ ª ®¬±²¢® ± ² ®¯®« ®£¨¥© § ²°³ ¤­¥­® ² ¥¬, ·² ® ±²° ®£ ® ¥

®¯° ¥ ¤¥« ¥­¨¥ ¤ ¦¥ ¯° ® ±² ¥©¸¨µ ² ®¯®« ®£¨·¥ ±ª¨µ ¯®­¿²¨©

¢¥ ±¼¬  £° ®¬®§¤ª ®. •®½² ®¬³ ¯¥°¢»¥ ± ®¤¥°¦ ² ¥«¼­»¥ ² ¥-

®° ¥¬» ® ¡»·­® ¯®¿¢«¿¾²±¿ «¨¸¼ ¯® ±« ¥ ¡ ®«¼¸®© ¯° ¥ ¤¢ -

°¨² ¥«¼­®© ° ¡ ® ²», ¯°¨·¥¬ ® ±­®¢­  ¿ · ±²¼ ½² ®© ° ¡ ® ²»

¯® ±¢¿¹¥­  ¯®¤° ® ¡­®¬³ ¨  ªª ³° ²­®¬³ ¤®ª § ² ¥«¼±²¢³ ¨­-

²³¨²¨¢­® ®·¥¢¨¤­»µ ³²¢¥°¦¤¥­¨©,   ½² ® § ­¿²¨¥ ­¥ ®·¥­¼

³¢« ¥ª ² ¥«¼­® ¥.

•²  ª­¨£  ¯° ¥ ¤±² ¢«¿¥ ² ± ® ¡ ®© ¢¢®¤­»© ª ³° ± ² ®¯®« ®-

£¨¨, ±²°³ª²³°  ª ® ² ®° ®£ ® ­¥ ± ®¢± ¥¬ ® ¡»·­ . ’ ®¯®« ®£¨·¥-

±ª¨¥ ¯®­¿²¨¿ ®¯° ¥ ¤¥«¿¾²±¿ ¢ ­¥© ±­  · «  ­  ¡»² ®¢®¬,

¨­²³¨²¨¢­® ®·¥¢¨¤­®¬ ³° ®¢­¥,   § ² ¥¬ ®­¨ ¯® µ ®¤³ ¤¥« 

³² ®·­¿¾²±¿ ¨ ¤®¢®¤¿²±¿ ¤® ¤® ±² ² ®·­® ±²° ®£ ®£ ® ³° ®¢­¿.

•² ® ¯®§¢®«¿¥ ² ± ± ¬®£ ® ­  · «  § ­¨¬ ²¼±¿ ¢¯®«­¥ ± ®¤¥°-

¦ ² ¥«¼­»¬¨ §  ¤  · ¬¨.

„°³£ ® ¥ ±³¹¥ ±²¢¥­­® ¥ ® ² «¨·¨¥ ª­¨£¨ § ª«¾· ¥ ²±¿ ¢

² ®¬, ·² ® §­  ·¨² ¥«¼­  ¿ ¥ ¥ · ±²¼ ¯® ±¢¿¹¥­  ° §«¨·­»¬

¯°¨¬¥° ¬ ® ² ® ¡° ¦¥­¨© ¨ ª ®­±²°³ª¶¨© ¤«¿ ¤¢³¬¥°­»µ ¯®-

¢¥° µ­® ±² ¥©, ³§« ®¢ ¨ § ¶¥¯« ¥­¨©. Ž¡»·­® ² ®¯®« ®£¨ ³ ¤¥«¿-

¾² ¡ ®«¼¸¥ ¢­¨¬ ­¨¿ ¤®ª § ² ¥«¼±²¢³ ² ®£ ®, ·² ® ® ² ® ¡° -

¦¥­¨¿ ®¯° ¥ ¤¥« ¥­­®£ ® ¢¨¤  ­¥ ±³¹¥ ±²¢³¾². •² ® ²° ¥ ¡ ³¥ ²

¯® ±²° ® ¥­¨¿ ° §«¨·­»µ ¨­¢ °¨ ­² ®¢, ª ª ¯° ¢¨« ®, ¤® ±² -

² ®·­® ±« ® ¦­»µ. Œ» ® ¡ ±³ ¤¨¬ «¨¸¼ ­ ¨¡ ®« ¥ ¥ ¯° ® ±²»¥, ­®

¢¥ ±¼¬  ½´´ ¥ª²¨¢­»¥ ¨­¢ °¨ ­²».

Ž± ® ¡ ® ¥ §­  ·¥­¨¥ ¨¬¥¾² ¨««¾±²° ¶¨¨. ‚® ¬­®£¨µ ¬¥-

±² µ ª­¨£¨ ¨¬¥­­® ®­¨ ­ ¨¡ ®« ¥ ¥ ¢ ¦­»,   ² ¥ª ±² ±«³¦¨²

«¨¸¼ ª ®¬¬¥­² °¨¥¬ ª ­¨¬.

•°¨ ¨§³·¥­¨¨ ¬ ² ¥¬ ²¨ª¨ ¢ ¦­³¾ ° ®«¼ ¨£° ¥ ² ° ¥-

¸¥­¨¥ §  ¤  ·. • § ¡ ®° ¤®ª § ² ¥«¼±²¢  ² ¥ ®° ¥¬» ­¥ ¬® ¦¥ ²

§ ¬¥­¨²¼ ¯®¯»² ®ª ¤®ª § ²¼ ¥ ¥ ± ¬® ±² ®¿² ¥«¼­®. Œ­®£¨¥

³²¢¥°¦¤¥­¨¿, ª ® ² ®°»¥ ·¨² ² ¥«¾ ¡ ³ ¤¥ ² ¯®« ¥§­® ® ¡¤³¬ ²¼
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± ¬® ±² ®¿² ¥«¼­®, ± ´ ®°¬³«¨° ®¢ ­» ¢ ¢¨¤¥ §  ¤  ·. •²¨ § -

¤  ·¨ ² ¥ ±­® ±¯« ¥ ² ¥­» ± ® ±­®¢­»¬ ± ®¤¥°¦ ­¨¥¬ ª­¨£¨, ¯®-

½² ®¬³ ¢ ª ®­¶¥ ª ¦¤®£ ® ¯ ° £° ´  ¨µ ° ¥¸¥­¨¿ ¯®¤° ® ¡­®

® ¡ ±³¦¤ ¾²±¿.

‘¯¨± ®ª «¨² ¥° ²³°», ° ¥ª ®¬¥­¤³¥¬®© ¤«¿ ¤ «¼­¥©¸¥£ ®

¨§³·¥­¨¿ ² ®¯®« ®£¨¨, ¯°¨¢¥ ¤¥­ ¢ ª ®­¶¥ ª­¨£¨. ‘° ¥ ¤¨ ª­¨£

¨ ±² ² ¥©, ®ª § ¢¸¨µ ¢«¨¿­¨¥ ­  ½²³ ª­¨£³, ® ± ® ¡ ® ±« ¥ ¤³¥ ²

¢»¤¥«¨²¼ ª­¨£³ [•®«¼´ ± ¥­, 1976] ¨ ±² ²¼¾ [‚¨° ®, 1981].

Š­¨£  ® ±­®¢ ­  ­  ¶¨ª« ¥ « ¥ª¶¨©, ¯° ®·¨² ­­»µ  ¢² ®-

° ®¬ ¢ 1990/91 ³·¥ ¡­®¬ £ ®¤³ ¤«¿ ³· ¹¨µ ±¿ ±° ¥ ¤­¥© ¸ª ®«»

Â 57 £. Œ® ±ª¢».

Ÿ ¡« £ ®¤ ° ¥­ €. •. ‘® ±¨­±ª ®¬³ ¨ •. Œ. ”« ©¸¥°³ § 

¯®« ¥§­»¥ ® ¡ ±³¦¤¥­¨¿ °³ª ®¯¨±¨.



1

„¥ ´ ®°¬ ¶¨¨ ½« ±²¨·­»µ ² ¥«

‡­ ª ®¬±²¢® ± ² ®¯®« ®£¨¥© ¬» ­  ·­¥¬ ± ­¥ ±ª ®«¼ª¨µ §  ¤  · ®

¤¥ ´ ®°¬ ¶¨¿µ ½« ±²¨·­»µ ² ¥« ¨ ¯®¢¥° µ­® ±² ¥©. Œ» ¡ ³ ¤¥¬

±·¨² ²¼, ·² ® ° ± ±¬ ²°¨¢ ¥¬»¥ ´ ¨£³°» ¬® ¦­® ¤¥ ´ ®°¬¨-

° ®¢ ²¼, ².¥. ±¬¨­ ²¼, ±¦¨¬ ²¼ ¨ ° ±²¿£¨¢ ²¼, ­¥ ¤®¯³ ±ª  ¿

¯°¨ ½² ®¬ ° §°»¢®¢ ¨ ±ª« ¥ ¥ª.

„¥ ´ ®°¬ ¶¨¨, ® ª ® ² ®°»µ ¨¤¥ ² ° ¥·¼ ¢ ¯° ¥ ¤« £ ¥¬»µ

§  ¤  · µ, ª ¦³²±¿ ­  ¯¥°¢»© ¢§£ «¿¤ ­¥¢®§¬® ¦­»¬¨. •®

¢»¯®«­¨²¼ ¨µ ­¥ ®·¥­¼ ±« ® ¦­®. •° ¥¦¤¥ ·¥¬ ¯° ®·¨² ²¼

®¯¨± ­¨¥ ½²¨µ ¤¥ ´ ®°¬ ¶¨©, ¯®¯»² ©² ¥ ±¼ ¯°¨¤³¬ ²¼ ¨µ

± ¬¨.

.

‡  ¤  ·  1.1. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ½« ±²¨·­® ¥ ² ¥« ®, ¨§ ® ¡° ¦¥­-

­® ¥ ­  °¨±. 1.1 ( ), ¬® ¦­® ¯° ®¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ¢ ² ¥« ®, ¨§ ®-

¡° ¦¥­­® ¥ ­  °¨±. 1.1 (¡). ˆ­»¬¨ ±« ®¢ ¬¨, ¥ ±«¨ ¡» ·¥« ®-

¢¥ª ¡»« ¤® ±² ² ®·­® ½« ±²¨·¥­, ² ® ®­ ±¬®£ ¡» ° §º¥ ¤¨­¨²¼

±¶¥¯« ¥­­»¥ ¯ «¼¶» ® ¡ ¥¨µ °³ª, ­¥ ° ±¶¥¯«¿¿ ¨µ.

.

‡  ¤  ·  1.2. •« ±²¨·­»© ª°¥­¤¥«¼ ­  ¤¥ ² ¤¢³¬¿ °³·ª -

¬¨ ­  ¡ ³¡«¨ª (°¨±. 1.2 ( )). „®ª ¦¨² ¥, ·² ®, ¤¥ ´ ®°¬¨-

°³¿ ª° ¥­¤¥«¼, ®¤­³ ¥£ ® °³·ª ³ ¬® ¦­® ±­¿²¼ ± ¡ ³¡«¨ª 

(°¨±. 1.2 (¡)).

.

‡  ¤  ·  1.3. •  ª° ¥­¤¥« ¥ ­ °¨± ®¢ ­  ®ª°³¦­® ±²¼ (±¬.

°¨±. 1.3 ( )). „®ª ¦¨² ¥, ·² ®, ¤¥ ´ ®°¬¨°³¿ ª° ¥­¤¥«¼,

¥ ¥ ¬® ¦­® ¯¥° ¥¢¥ ±²¨ ¢ ®ª°³¦­® ±²¼, ¨§ ® ¡° ¦¥­­³¾ ­ 

°¨±. 1.3 (¡).
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( ) (¡)

•¨±³­®ª 1.1

( ) (¡)

•¨±³­®ª 1.2

(¡)

(¡)

•¨±³­®ª 1.3
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.

‡  ¤  ·  1.4. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ¯° ®ª ®« ® ²³¾ ¢¥« ® ±¨¯¥ ¤­³¾

ª ¬¥°³ ¬® ¦­® ¢»¢¥°­³²¼ ­ ¨§­ ­ª ³. (’ ®·­¥ ¥ £ ®¢®°¿, ½² ®

¬® ¦­® ¡»« ® ¡» ±¤¥« ²¼, ¥ ±«¨ ¡» ° ¥§¨­ , ¨§ ª ® ² ®° ®© ¨§-

£ ® ² ®¢« ¥­  ª ¬¥° , ¡»«  ¤® ±² ² ®·­® ½« ±²¨·­ . ‚»¢¥°-

­³²¼ ­ ¨§­ ­ª ³ ® ¡»·­³¾ ¢¥« ® ±¨¯¥ ¤­³¾ ª ¬¥°³ ± ¯° ®ª ®-

« ®¬ ­¥ ¡ ®«¼¸®£ ® ° §¬¥-

°  ­¥«¼§¿.)

.

‡  ¤  ·  1.5. „®ª ¦¨² ¥,

·² ® ² ¥« ®, ¨§ ® ¡° ¦¥­­® ¥

­  °¨±. 1.4 ( ), ¬® ¦­®

¯° ®¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ¢ ² ¥-

« ®, ¨§ ® ¡° ¦¥­­® ¥ ­ 

°¨±. 1.4 (¡).

( ) (¡)

•¨±³­®ª 1.4

•¥¸¥­¨¿

Ž¡º¿±­¨²¼ ° ¥¸¥­¨¿ ¡ ®«¼¸¨­±²¢  §  ¤  · ¨§ ½² ®© ª­¨-

£¨ ¯° ®¹¥ ¢± ¥£ ® ± ¯®¬®¹¼¾ °¨±³­ª ®¢, ¯°¨·¥¬, ª ª ¯° -

¢¨« ®, ½²¨ °¨±³­ª¨

­¥ ²° ¥ ¡ ³¾² ® ± ®-

¡»µ ª ®¬¬¥­² °¨-

¥¢. „«¿ ¡ ®«¼¸¥©

¿±­® ±²¨ ¢ ­¥ª ® ² ®-

°»µ ±«³·  ¿µ ±²° ¥«-

ª ¬¨ ³ª § ­» ­ -

¯° ¢« ¥­¨¿ ¤¢¨¦¥-

­¨¿.

I

1.1. ‘¬. °¨±. 1.5.

Š ® ¡ ±³¦¤¥­¨¾

½² ®© ¤¥ ´ ®°¬ ¶¨¨

¬» ¥¹¥ ¢¥°­¥¬±¿

¢ x 4.

•¨±³­®ª 1.5
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I

1.2. ‘¬. °¨±. 1.6.

•¨±³­®ª 1.6

I

1.3. ‘¬. °¨±. 1.7.

•¨±³­®ª 1.7

I

1.4. ‚»¯®«­¨¬ ±­  · «  ¤¥ ´ ®°¬ ¶¨¨, ¨§ ® ¡° ¦¥­­»¥ ­ 

°¨±. 1.8. ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¯®«³·¨¬ ´ ¨£³°³, ª ® ² ®°³¾ ¬® ¦­®

± ®¢¬¥ ±²¨²¼ ± ¬³ ± ± ® ¡ ®© ¤¢¨¦¥­¨¥¬ ² ª, ·² ® ¥ ¥ À¢­³-

•¨±³­®ª 1.8
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²° ¥­­¿¿Á ¨ À¢­¥¸­¿¿Á ±² ®° ®­» ¯®¬¥­¿¾²±¿ ¬¥ ±² ¬¨. „«¿

½² ®£ ® ­³¦­® ± ®¢¬¥ ±²¨²¼ ª ®«¼¶® 1 ± ª ®«¼¶®¬ 2. ‡ ² ¥¬ ¯° ®-

¤¥« ¥¬ ² ¥ ¦¥ ± ¬»¥ ¤¥ ´ ®°¬ ¶¨¨ ¢ ® ¡° ²­®¬ ¯®°¿¤ª ¥. ‚

° ¥§³«¼² ² ¥ ¢­¥¸­¿¿ ¨ ¢­³²° ¥­­¿¿ ±² ®° ®­» ¢¥« ® ±¨¯¥ ¤­®©

ª ¬¥°» ¯®¬¥­¿¾²±¿ ¬¥ ±² ¬¨.

Ž¡° ²¨² ¥ ¢­¨¬ ­¨¥, ·² ® ¯°¨ ² ª ®¬ ¢»¢®°  ·¨¢ ­¨¨

À ¯ ° ««¥«¼ Á ¯¥° ¥ µ ®¤¨² ¢ À ¬¥°¨¤¨ ­ Á (°¨±. 1.9.)

•¨±³­®ª 1.9

I

1.5. ‚»¯®«­¨¬ ±­  · «  ¤¥ ´ ®°¬ ¶¨¨, ¨§ ® ¡° ¦¥­­»¥ ­ 

°¨±. 1.10. •®«³·¥­­³¾ ¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ´ ¨£³°³ « ¥£ª ® ¯° ®-

¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ¢ ´ ¨£³°³, ¨§ ® ¡° ¦¥­­³¾ ­  °¨±. 1.1 ( ).

•® ±« ¥ ½² ®£ ® ® ±² ¥ ²±¿ ¢® ±¯®«¼§ ®¢ ²¼±¿ ° ¥¸¥­¨¥¬ §  ¤ -

·¨ 1.1.

•¨±³­®ª 1.10



2

“ §«» ¨ § ¶¥¯« ¥­¨¿

‚ ¦­»¬ ® ¡º¥ª² ®¬ ¨§³·¥­¨¿ ¢ ² ®¯®« ®£¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ ³§«».

“§¥« ¬® ¦­® ¯° ¥ ¤±² ¢¨²¼ ± ¥ ¡ ¥ ª ª ¢¥° ¥¢ª ³, ª ®­¶» ª ® ² ®° ®©

± ® ¥ ¤¨­¥­». Ž¤¨­ ¨§ ­ ¨¡ ®« ¥ ¥ ¯° ® ±²»µ ³§« ®¢ ¨§ ® ¡° ¦¥­ ­ 

°¨±. 2.1 ( ). Ž­ ­ §»¢ ¥ ²±¿ ²°¨«¨±²­¨ª ,   ² ®·­¥ ¥, ¯° ¢»©

²°¨«¨±²­¨ª . …±²¼ ¥¹¥ «¥¢»© ²°¨«¨±²­¨ª ; ®­ ¨§ ® ¡° ¦¥­

­  °¨±. 2.1 (¡). Œ® ¦­® ¤®ª § ²¼, ·² ® « ¥¢»© ²°¨«¨±²­¨ª ¨

¯° ¢»© ²°¨«¨±²­¨ª | ° §­»¥ ³§«», ².¥. ¨µ ­¥«¼§¿ ¯° ®-

¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ¤°³£ ¢ ¤°³£ . •®¤ ¤¥ ´ ®°¬ ¶¨¥© ³§«  ¬»

¯®¤° §³¬¥¢ ¥¬ ¤¥ ´ ®°¬ ¶¨¾ ¥£ ® ª ª ½« ±²¨·­®£ ® ² ¥« .

( ) (¡)

•¨±³­®ª 2.1

•° ® ¥ª¶¨¨ ®¤­®£ ® ¨ ² ®£ ® ¦¥ ³§«  ­  ° §­»¥ ¯« ® ±ª ® ±²¨

¨¬¥¾² ° §­»© ¢¨¤.

.

‡  ¤  ·  2.1. • °¨±³©² ¥ ¯° ® ¥ª¶¨¨ ­  ¯« ® ±ª ® ±²¨ O xy ¨

O xz ²°¨«¨±²­¨ª , ¨§ ® ¡° ¦¥­­®£ ® ­  °¨±. 2.2.
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•¨±³­®ª 2.2 •¨±³­®ª 2.3

.

‡  ¤  ·  2.2. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ª°¨¢  ¿, §  ¤ ­­  ¿ ¢ ª ® ®°¤¨-

­ ² µ O xy z ¯ ° ¬¥ ²°¨·¥ ±ª¨¬¨ ³° ¢­¥­¨¿¬¨

x = cos t (3 cos t + 2) ; y = 5 cos t sin t; z = sin t (25 cos

2

t � 1) ;

¿¢«¿¥ ²±¿ ²°¨«¨±²­¨ª ®¬.

‚±« ¥ ¤ §  ²°¨«¨±²­¨ª ®¬ ¯® ±« ® ¦­® ±²¨ ¨¤¥ ² ³§ ¥« ¢®±¼-

¬¥°ª  , ±¢® ¥© ´ ®°¬®© ­ ¯®¬¨­ ¾¹¨© ¶¨´°³ 8 (°¨±. 2.3).

„¥ ´ ®°¬¨°³¿ ³§ ¥«, ¥£ ® ¬® ¦­® ±¨«¼­® § ¯³² ²¼. € ¥ ±«¨

¤ ¦¥ ² ª ®© ¯° ® ±² ®© ³§ ¥«, ª ª ²°¨«¨±²­¨ª ¨«¨ ¢® ±¼¬¥°ª ,

§ ¯³² ­ ­¥ ®·¥­¼ ±¨«¼­®, ² ® ° ±¯®§­ ²¼ ¥£ ® ¡»¢ ¥ ² ­¥« ¥£-

ª ®. • ¯°¨¬¥°, ­¥ ±° §³ § ¬¥ ²­®, ·² ® ­  °¨±. 2.4 ¢ ¢¥° µ-

­¥¬ °¿¤³ ¨§ ® ¡° ¦¥­ ®¤¨­ ¨ ² ® ² ¦¥ ³§ ¥« (²°¨«¨±²­¨ª) ¨

¢ ­¨¦­¥¬ °¿¤³ ² ® ¦¥ (¢® ±¼¬¥°ª ). • ®« ¥ ¥ ² ®£ ®, ­¥ª ® ² ®°»¥

¨§ ® ¡° ¦¥­¨¿ ²°¨«¨±²­¨ª  ¢¥ ±¼¬  ¯® µ ® ¦¨ ­  ¨§ ® ¡° ¦¥­¨¿

¢® ±¼¬¥°ª¨. Œ» ° §¬¥ ±²¨«¨ ² ª¨¥ ¤¨ £° ¬¬» ¡«¨§ ¤°³£

¤°³£ .

•¨±³­®ª 2.4

.

‡  ¤  ·  2.3.  ) „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ¢± ¥ ³§«», ¨§ ® ¡° ¦¥­­»¥ ¢

¢¥° µ­¥¬ °¿¤³ °¨±. 2.4, ¬® ¦­® ¯° ®¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ¤°³£ ¢

¤°³£ .
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¡) „®ª ¦¨² ¥  ­ « ®£¨·­® ¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¤«¿ ³§« ®¢ ­¨¦-

­¥£ ® °¿¤ .

‹¥¢»© ²°¨«¨±²­¨ª ¯®«³· ¥ ²±¿ ¨§ ¯° ¢®£ ® ²°¨«¨±²­¨-

ª  § ¥°ª «¼­®© ±¨¬¬¥ ²°¨¥© (².¥. ±¨¬¬¥ ²°¨¥© ® ²­® ±¨² ¥«¼­®

¯« ® ±ª ® ±²¨). Š ª ¬» ³¦¥ £ ®¢®°¨«¨, ½²¨ ³§«» ­¥«¼§¿ ¯° ®¤¥-

´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ¤°³£ ¢ ¤°³£ . “ § ¥« ¢® ±¼¬¥°ª  ¯°¨ § ¥°ª «¼-

­®© ±¨¬¬¥ ²°¨¨ ¢¥ ¤¥ ² ± ¥ ¡¿ ¨­  ·¥. Ž­ ¯¥° ¥ µ ®¤¨² ¢ ³§ ¥«,

ª ® ² ®°»© ¬® ¦­® ¯° ®¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ¢ ¨±µ ®¤­»© ³§ ¥«. ‚

± ¬®¬ ¤¥« ¥, ­  °¨±. 2.4 ¢ ­¨¦­¥¬ °¿¤³ ¯¥°¢»¥ ¤¢  ³§« 

±« ¥¢  § ¥°ª «¼­® ±¨¬¬¥ ²°¨·­».

…±«¨ ¢§¿²¼ ­¥ ®¤­³ ¢¥° ¥¢ª ³,   ­¥ ±ª ®«¼ª ®, ¨ ³ ª ¦¤®©

¨§ ­¨µ ± ® ¥ ¤¨­¨²¼ ª ®­¶», ² ® ¯®«³·¨¬ § ¶¥¯«¥­¨¥ . „¢ 

¯°¨¬¥°  § ¶¥¯« ¥­¨© ¨§ ® ¡° ¦¥­» ­  °¨±. 2.5. •¥°¢® ¥ ¨§

­¨µ (°¨±. 2.5 ( )) ­ §»¢ ¾² § ¶¥¯«¥­¨¥¬ •®¯´  ,   ¢² ®° ® ¥

(°¨±. 2.5 (¡)) | § ¶¥¯«¥­¨¥¬ “ ©²µ¥¤  .

( ) (¡)

•¨±³­®ª 2.5

„«¿ § ¶¥¯« ¥­¨¿ •®¯´  ±³¹¥ ±²¢³¥ ² ±¨¬¬¥ ²°¨¿ ® ²­®-

±¨² ¥«¼­® ¯°¿¬®©, ¬¥­¿¾¹  ¿ ¬¥ ±² ¬¨ ¢¥° ¥¢ª¨ (¨«¨, ª ª

±ª § « ¡» ² ®¯®« ®£, ¬¥­¿¾¹  ¿ ¬¥ ±² ¬¨ ª®¬¯®­¥­²» § -

¶¥¯« ¥­¨¿). ‘¨¬¬¥ ²°¨¿ ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¯°¿¬®© ¢ ¯° ® ±²° ­-

±²¢¥ ¿¢«¿¥ ²±¿ ¯®¢®° ® ² ®¬ ­  180

�

® ²­® ±¨² ¥«¼­® ½² ®© ¯°¿-

¬®©. •®½² ®¬³ ±³¹¥ ±²¢³¥ ² ¤¥ ´ ®°¬ ¶¨¿, ¬¥­¿¾¹  ¿ ¬¥ ±² -

¬¨ ª ®¬¯®­¥­²» § ¶¥¯« ¥­¨¿ •®¯´ . Œ® ¦¥ ² ¯®ª § ²¼±¿,

·² ® ¤«¿ § ¶¥¯« ¥­¨¿ “  ©²µ ¥ ¤  ² ª ®© ¤¥ ´ ®°¬ ¶¨¨ ­¥ ±³-

¹¥ ±²¢³¥ ². ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, ¢¥° ¥¢ª ³ 1 ¬® ¦­® ¯¥° ¥° ¥§ ²¼ (¢

¢¥° µ­¥© · ±²¨ ­  ­ ¸¥¬ °¨±³­ª ¥), § ² ¥¬ ¯° ®¢¥ ±²¨ ·¥° ¥§

½² ® ² ° §° ¥§ ²³ ¦¥ ± ¬³¾ ¢¥° ¥¢ª ³ ° ®¢­® ®¤¨­ ° § ¨ ¢­®¢¼

± ® ¥ ¤¨­¨²¼ ª ®­¶» ¯¥° ¥° ¥§ ­­®© ¢¥° ¥¢ª¨. •® ±« ¥ ½² ®£ ® ¢¥-
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° ¥¢ª¨, ¨§ ª ® ² ®°»µ ± ® ±² ®¨² § ¶¥¯« ¥­¨¥, ¬® ¦­® ¡ ³ ¤¥ ² ° ±-

¶¥¯¨²¼. Š ª ¯° ®¤¥« ²¼ ½²³ ®¯¥° ¶¨¾ ¤«¿ ¢¥° ¥¢ª¨ 1, ®·¥-

¢¨¤­®. •® ° §¢¥ ¬® ¦­® ±¤¥« ²¼ ² ® ¦¥ ± ¬® ¥ ¤«¿ ¢¥° ¥¢ª¨

2? Žª §»¢ ¥ ²±¿, ·² ® ¤ .

.

‡  ¤  ·  2.4.  ) • ±¯®« ® ¦¨² ¥ § ¶¥¯« ¥­¨¥ “  ©²µ ¥ ¤  ² ª,

·² ® ¡» ¥£ ® ª ®¬¯®­¥­²» ¡»«¨ ±¨¬¬¥ ²°¨·­» ® ²­® ±¨² ¥«¼­®

­¥ª ® ² ®° ®© ¯°¿¬®©.

¡) •° ®¤¥« ©² ¥ ¤«¿ ª ®¬¯®­¥­²» 2 § ¶¥¯« ¥­¨¿ “  ©²µ ¥-

¤  ®¯¨± ­­³¾ ¢»¸¥ ®¯¥° ¶¨¾ ¯¥° ¥° ¥§ ­¨¿ ¨ ± ® ¥ ¤¨­¥­¨¿

ª ®­¶®¢ ¯¥° ¥° ¥§ ­­®© ¢¥° ¥¢ª¨.

‘° §³ ­¥ ±ª ®«¼ª¨¬¨ ¨­² ¥° ¥ ±-

­»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ® ¡«  ¤ -

¥ ² § ¶¥¯« ¥­¨¥, ¨§ ® ¡° ¦¥­­® ¥ ­ 

°¨±. 2.6. …£ ® ­ §»¢ ¾² ª®«¼-

¶  •®°°®¬¥® , ¯® ² ®¬³ ·² ® ² -

ª¨¥ ª ®«¼¶  ­ °¨± ®¢ ­» ­  £ ¥°-

¡ ¥ §­ ²­®£ ® ¨² «¼¿­±ª ®£ ® ° ®-

¤  • ®°° ®¬¥ ®. Ž¤­® ¨§ ±¢®©±²¢

ª ®« ¥¶ • ®°° ®¬¥ ® § ª«¾· ¥ ²±¿ ¢

² ®¬, ·² ® ½²¨ ª ®«¼¶  ¯®¯ °­® ­¥ § ¶¥¯« ¥­», ².¥. ¯® ±« ¥ ³ ¤ -

« ¥­¨¿ «¾¡ ®£ ® ª ®«¼¶  ® ±² ¥ ²±¿ ¯ °  ­¥§ ¶¥¯« ¥­­»µ ª ®« ¥¶.

„°³£ ® ¥ ±¢®©±²¢® ª ®« ¥¶ • ®°° ®¬¥ ® ¥¹¥ ¡ ®« ¥ ¥ ³ ¤¨¢¨² ¥«¼­®.

…±«¨ «¾¡»¥ ¤¢  ¨§ ª ®« ¥¶ • ®°° ®¬¥ ® § ¶¥¯¨²¼ ¯° ® ±² ¥©¸¨¬

® ¡° § ®¬ (².¥. ² ª, ·² ® ¡» ®­¨ ® ¡° § ®¢ «¨ § ¶¥¯« ¥­¨¥ •®¯-

´ ), ² ® ¯® ±« ¥ ½² ®£ ® ²° ¥ ²¼¥ ª ®«¼¶® ¬® ¦­® ¡ ³ ¤¥ ² ±­¿²¼ ±

½² ®£ ® § ¶¥¯« ¥­¨¿ (°¨±. 2.7).

•¨±³­®ª 2.6

( ) (¡)

•¨±³­®ª 2.7
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•² ® ±¢®©±²¢® ª ®« ¥¶ • ®°-

° ®¬¥ ® ¬® ¦­® ± ´ ®°¬³«¨° ®¢ ²¼

² ª, ·² ® ®­® ¡ ³ ¤¥ ² ¢»£ «¿-

¤¥ ²¼ ¯®·²¨ ª ª ´ ®ª ³ ±. Š®«¼-

¶  • ®°° ®¬¥ ® ¯®¯ °­® ­¥ § -

¶¥¯« ¥­», ¯®½² ®¬³ ¤¢  ª ®«¼-

¶  ¬® ¦­® ° §¢¥ ±²¨ ¢ ° §-

­»¥ ±² ®° ®­». ’ ° ¥ ²¼¥ ª ®«¼-

¶® ¯°¨ ½² ®¬ ª ª-² ® ® ¡ ®¢¼¥ ²-

±¿ ¢®ª°³£ ­¨µ. • °¨±³¥¬, ª ª

¨¬¥­­® ®­® ¡ ³ ¤¥ ² ° ±¯®« ® ¦¥-

­®. „«¿ ½² ®£ ® ¢»¿±­¨¬ ±­  · « , ·² ® ¯° ®¨±µ ®¤¨² ± ¢¥° ¥¢-

ª ®©, ¯° ® µ ®¤¿¹¥© ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯°³² ¬¨ (°¨±. 2.8 ( )), ¯°¨

¯¥° ¥ ±² ­®¢ª ¥ ½²¨µ ¯°³² ®¢, ¢ ¯° ®¶¥ ± ± ¥ ª ® ² ®° ®© ¯°³² 2 ¯° ®-

µ ®¤¨² ­  ¤ ¯°³² ®¬ 1. •¥§³«¼² ² ¨§ ® ¡° ¦¥­ ­  °¨±. 2.8 (¡).

’ ¥¯¥°¼ « ¥£ª ® ¯®­¿²¼, ·² ® ¯° ®¨±µ ®¤¨² ± ²° ¥ ²¼¨¬ ª ®«¼¶®¬

• ®°° ®¬¥ ® ¯°¨ ° §¢¥ ¤¥­¨¨ ¤¢³µ ª ®« ¥¶ ¢ ° §­»¥ ±² ®° ®­»

(±¬. °¨±. 2.9). • ³ ¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·² ® ² ¥ ¤¢  ª ®«¼¶ , ª ® ² ®-

°»¥ ¬» ° §¤¢¨­³«¨, ¯° ¥ ¤±² ¢«¿¾² ± ® ¡ ®© ¦¥ ±²ª¨¥ ® ¡°³·¨

± ª ª¨¬¨-«¨¡ ® ³ ±²° ®©±²¢ ¬¨, ¯®§¢®«¿¾¹¨¬¨ ¯°¨ ¦¥« ­¨¨

±¶¥¯«¿²¼ ¨ ° ±¶¥¯«¿²¼ ¨µ (­ ¯°¨¬¥°, ± ­ ¢¨­·¨¢ ¾¹¨¬¨-

±¿ ¶¨«¨­¤° ¬¨),   ²° ¥ ²¼¥ ª ®«¼¶® ¯° ¥ ¤±² ¢«¿¥ ² ± ® ¡ ®© ¢¥-

° ¥¢ª ³ (°¨±. 2.10 ( )). •°¨ ½² ®¬ ¢¥° ¥¢ª ³ ±­¿²¼ ± ® ¡°³·¥©

­¥«¼§¿. •® ¥ ±«¨ ¬» § ¶¥¯¨¬ ® ¡°³·¨ (°¨±. 2.10 (¡)), ² ® ¢¥-

° ¥¢ª ³ ¬® ¦­® ¡ ³ ¤¥ ² ±­¿²¼! ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, ­  °¨±. 2.10 (¡)

¨§ ® ¡° ¦¥­® ² ® ¦¥ ± ¬® ¥ § ¶¥¯« ¥­¨¥, ·² ® ¨ ­  °¨±. 2.7.

( ) (¡)

•¨±³­®ª 2.8

•¨±³­®ª 2.9
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( ) (¡)

•¨±³­®ª 2.10

•² ® ² ¯°¨¬¥° ¤®«¦¥­ ¯° ¥ ¤® ±² ¥° ¥·¼  «¼¯¨­¨±² ®¢. ˆ¬

· ±² ® ¯°¨µ ®¤¨²±¿ ¯®«¼§ ®¢ ²¼±¿ ±¯¥¶¨ «¼­»¬¨ ª°¾·ª ¬¨,

ª ® ² ®°»¥ ¯®§¢®«¿¾² ±¶¥¯«¿²¼ ¢¥° ¥¢ª¨. •²¨ ª°¾·ª¨ ­ §»-

¢ ¾² ª ° ¡¨­ ¬¨, ¯® ² ®¬³ ·² ®  ­ « ®£¨·­»¬¨ ª°¾·ª ¬¨

±­ ¡¦ «¨±¼ ° ¥¬­¨ ª ° ¡¨­®¢ (®£­¥ ±²° ¥«¼­®£ ® ®°³¦¨¿),

·² ® ¡» ½²¨ ° ¥¬­¨ ¡»« ® ³ ¤® ¡­® ¯°¨±² ¥£¨¢ ²¼ ¨ ® ²±² ¥-

£¨¢ ²¼. €«¼¯¨­¨±²±ª¨¥ ª°¾·ª¨-ª ° ¡¨­» ³ ±²° ® ¥­» ² ª,

·² ® ° ±¶¥¯¨²¼±¿ ± ¬¨ ®­¨ ­¥ ¬®£³². € ¤«¿ ² ®£ ®, ·² ® ¡»

®­¨ ­¥ ¬®£ «¨ ± ¬¨ § ¶¥¯¨²¼±¿, ¨µ ­³¦­® ³ ±² ­ ¢«¨¢ ²¼ ­ 

¯° ¥ ¤® µ° ­¨² ¥«¼. Œ­®£¨¥  «¼¯¨­¨±²» ±·¨² ¾², ·² ® ®¯ ±-

­  «¨¸¼ ±¨²³ ¶¨¿, ª ®£ ¤  ª ° ¡¨­» ° ±¶¥¯«¿¾²±¿,   ¯°¨

§ ¶¥¯« ¥­¨¨ ª ° ¡¨­®¢ ­¨·¥£ ® ±²° ¸­®£ ® ±«³·¨²¼±¿ ­¥ ¬®-

¦¥ ². •®½² ®¬³ ª ³ ±² ­®¢ª ¥ ­  ¯° ¥ ¤® µ° ­¨² ¥«¼ ®­¨ ¨­®£ ¤ 

® ²­® ±¿²±¿ ­¥ ¡° ¥¦­®. •² ®, ª ª ¬» ¢¨¤¥«¨, ¬® ¦¥ ² ¯°¨¢¥ ±²¨

ª ²° £¨·¥ ±ª¨¬ ¯® ±« ¥ ¤±²¢¨¿¬.

•¥¸¥­¨¿

I

2.1. •²  §  ¤  · , ª ®­¥·­®, ­¥ ¢¯®«­¥ ®¯° ¥ ¤¥« ¥­­  ¿. •° ® ¥ª-

¶¨¿ ³§«  ­  ®¤­³ ª ® ®°¤¨­ ²­³¾ ¯« ® ±ª ® ±²¼ ­¥ §  ¤ ¥ ² ¥£ ®

¯° ® ¥ª¶¨¨ ­  ¤°³£¨¥ ª ® ®°¤¨­ ²­»¥ ¯« ® ±ª ® ±²¨. Ž¤­ ª ® ­ 

½²¨ ¯° ® ¥ª¶¨¨ ­ ª«  ¤»¢ ¾²±¿ ¢¥ ±¼¬  ¦¥ ±²ª¨¥ ®£° ­¨·¥-

­¨¿; ¯° ® ¥ª¶¨¨ ­¥ ¬®£³² ¡»²¼ ¯° ®¨§¢®«¼­»¬¨. Ž¤­® ¨§

¢®§¬® ¦­»µ ° ¥¸¥­¨© ¨§ ® ¡° ¦¥­® ­  °¨±. 2.11.
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•¨±³­®ª 2.11 •¨±³­®ª 2.12

I

2.2. „«¿ ¤®ª § ² ¥«¼±²¢  ³ ¤® ¡­¥ ¥ ¢± ¥£ ® ° ± ±¬® ²° ¥ ²¼ ¯° ®-

¥ª¶¨¾ ­  ¯« ® ±ª ® ±²¼ O xy (°¨±. 2.12). •°¨ ½² ®¬ ª ® ®°¤¨­ ² 

z ¨±¯®«¼§³¥ ²±¿ ¤«¿ ¢»¿±­¥­¨¿ ² ®£ ®, ª ª  ¿ · ±²¼ ª°¨¢®©

° ±¯®« ® ¦¥­  ±¢¥° µ³,   ª ª  ¿ ±­¨§³.

I

2.3. •° ®¹¥ ¢± ¥£ ® ¨§-

£ ® ² ®¢¨²¼ ²°¨«¨±²­¨ª

¨ ¢® ±¼¬¥°ª ³ ¨§ ¢¥-

° ¥¢ª¨ ¨«¨ ¸­³°ª ,

  § ² ¥¬ ¯®¯»² ²¼±¿

¯®«³·¨²¼ ¨§ ½²¨µ ³§-

« ®¢ ¢± ¥ ³§«», ¨§ ® ¡° -

¦¥­­»¥ ­  °¨±. 2.4.

‚»¯®«­¨²¼ ­¥ª ® ² ®-

°»¥ ¯° ¥ ® ¡° § ®¢ ­¨¿

³§«  ¢® ±¼¬¥°ª  ¢ ¬ ¯®¬® ¦¥ ² °¨±. 2.13.

•¨±³­®ª 2.13

I

2.4.  ) ‘¬. °¨±. 2.14.

¡) •° ®¢¥ ¤¥¬ ¢¥° ¥¢ª ³ ·¥° ¥§ ° §° ¥§, ª ª ¯®ª § ­® ­ 

°¨±. 2.15 ( ). •° ®¶¥ ± ± ° ±¶¥¯« ¥­¨¿ ¢¥° ¥¢®ª ¨§ ® ¡° ¦¥­ ­ 

°¨±. (¡){(¥).
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( ) (¡) (¢) (£)

•¨±³­®ª 2.14

( ) (¡) (¢)

(£) (¤) (¥)

•¨±³­®ª 2.15



3

‡ ª« ¥¨¢ ­¨¥ ³§« ®¢ ¨ § ¶¥¯« ¥­¨©

Œ» ¡ ³ ¤¥¬ £ ®¢®°¨²¼, ·² ® ³§ ¥« § ª«¥¥­ ¯« ¥­ª ®©, ¥ ±«¨ § -

¤ ­  ­¥ ± ¬®¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹  ¿±¿ ¯®¢¥° µ­® ±²¼, ª° ¥¬ ª ® ² ®° ®©

±«³¦¨² ½² ® ² ³§ ¥«. „¢  ¯°¨¬¥°  § ª« ¥¨¢ ­¨¿ ²°¨«¨±²­¨ª 

¯« ¥­ª ®© ¨§ ® ¡° ¦¥­» ­  °¨±. 3.1. Œ¥¦¤³ ½²¨¬¨ ¯« ¥­ª ¬¨

¥ ±²¼ ±³¹¥ ±²¢¥­­  ¿ ° §­¨¶ : ¯« ¥­ª  ( ) ­¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬ ,

  ¯« ¥­ª  (¡) ®°¨¥­²¨°³¥¬ . Ž¡º¿±­¨¬, ·² ® ½² ® ®§­  · ¥ ².

• ³ ¤¥¬ ±·¨² ²¼ ¯« ¥­ª ³ ¯° ®§°  ·­®©. •³ ±²¼ ¯® ­¥© ¯¥° ¥-

¬¥¹ ¥ ²±¿ ¯ °  ¯¥°¯¥­¤¨ª ³«¿°­»µ ¢¥ª² ®° ®¢, ª ± ¾¹¨µ-

±¿ ¯« ¥­ª¨, | ¤«¨­­»© ¢¥ª² ®° ¨ ª ®° ® ²ª¨©. ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥

® ¡ µ ®¤  1 ! 2 ! 3 ! 4 ¢ ¤®«¼ ¯« ¥­ª¨ ( ) ¬» ¯®«³·¨¬

¯ °³ ¢¥ª² ®° ®¢, ª ® ² ®°³¾ ­¥«¼§¿ ± ®¢¬¥ ±²¨²¼ ¯®¢®° ® ² ®¬ ±

¨±µ ®¤­®© ¯ ° ®© (¥ ±«¨ ® ¡ µ ®¤ ® ±³¹¥ ±²¢«¿²¼ ­¥ ¬»±« ¥­­®,  

( ) (¡)

•¨±³­®ª 3.1
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¢® ±¯®«¼§ ®¢ ²¼±¿, ­ ¯°¨¬¥°, ¯« ±²¬ ± ± ®¢®© ´ ¨£³°ª ®©, ² ®

®­  ¯¥° ¥©¤¥ ² ­  ¤°³£³¾ ±² ®° ®­³ ¯« ¥­ª¨). „«¿ ¯« ¥­ª¨ (¡)

² ª ®£ ® ® ¡ µ ®¤  ­¥ ±³¹¥ ±²¢³¥ ², ².¥. ¯°¨ «¾¡ ®¬ ® ¡ µ ®¤¥, ­¥

¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹¥¬ ª° © ¯« ¥­ª¨, ¯ °  ¢¥ª² ®° ®¢ ¯¥° ¥ µ ®¤¨² ¢

¯ °³ ¢¥ª² ®° ®¢, ª ® ² ®°³¾ ¬® ¦­® ¯®¢®° ® ² ®¬ ± ®¢¬¥ ±²¨²¼ ±

¨±µ ®¤­®© ¯ ° ®©. •« ¥­ª¨ ²¨¯  ( ) ­ §»¢ ¾² ­¥®°¨¥­²¨°³-

¥¬»¬¨ ,   ¯« ¥­ª¨ ²¨¯  (¡) | ®°¨¥­²¨°³¥¬»¬¨ .

•« ® ±ª ³¾ ¯« ¥­ª ³, § ª« ¥¨¢ ¾¹³¾ ®ª°³¦­® ±²¼ (².¥. ­ -

²¿­³²³¾ ­  ­¥ ¥), « ¥£ª ® ¯° ¥¢° ²¨²¼ ¢ ­¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬³¾

¯« ¥­ª ³ (°¨±. 3.2 ( )). Ž²¬¥ ²¨¬, ·² ® ½²  ª ®­±²°³ª¶¨¿ ¯®-

§¢®«¿¥ ² «¾¡ ³¾ ®°¨¥­²¨°³¥¬³¾ ¯« ¥­ª ³ ± ª° ¥¬ ¯° ¥¢° -

²¨²¼ ¢ ­¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬³¾ ¯« ¥­ª ³ ± ² ¥¬ ¦¥ ± ¬»¬ ª° ¥¬.

•  °¨±. 3.2 ( ){(¢) ¯®ª § ­®, ª ª ¯®«³·¥­­³¾ ¯« ¥­ª ³ ¯° ®-

¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ¢ ¡ ³²»«ª ³ Š« ¥©­ , ¨§ ª ® ² ®° ®© ¢»° ¥§ ­

¤¨±ª , ².¥. ª°³£. ‡¤¥ ±¼ ¬» § ¡ ¥£ ¥¬ ­¥ ±ª ®«¼ª ® ¢¯¥° ¥ ¤; ®

² ®¬, ·² ® ² ª ® ¥ ¡ ³²»«ª  Š« ¥©­ , ° ± ±ª §»¢ ¥ ²±¿ ¢ x 9.

( ) (¡) (¢)

•¨±³­®ª 3.2

.

‡  ¤  ·  3.1. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ®ª°³¦­® ±²¼ ¬® ¦­® § ª« ¥¨²¼

² ª¦¥ ¨ «¨±²®¬ Œ • ¥¡¨³±  (°¨±. 3.3), ².¥. «¨±² Œ • ¥¡¨³ ± 

•¨±³­®ª 3.3 •¨±³­®ª 3.4
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¬® ¦­® ¯° ®¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ² ª, ·² ® ¥£ ® £° ­¨¶  ±² ­¥ ²

®ª°³¦­® ±²¼¾, « ¥¦ ¹¥© ¢ ­¥ª ® ² ®° ®© ¯« ® ±ª ® ±²¨.

ˆ§ °¨±. 3.3 ¢¨¤­®, ·² ® ª°¨¢³¾, ¨§ ® ¡° ¦¥­­³¾ ­ 

°¨±. 3.4, ¬® ¦­® § ª« ¥¨²¼ «¨±² ®¬ Œ • ¥¡¨³ ± . ’ ³ ¦¥ ± ¬³¾

ª°¨¢³¾ ¬® ¦­® § ª« ¥¨²¼ ¡ ³²»«ª ®© Š« ¥©­  ± ¢»° ¥§ ­­»¬

¤¨±ª ®¬. Š ª ½² ® ±¤¥« ²¼, ¯®ª § ­® ­  °¨±. 3.5 ( ){(¢); ¯°¨

½² ®¬ ­  °¨±. 3.5 ( ) ª°¨¢  ¿ ¨§ ® ¡° ¦¥­  ±« ¥£ª  ¯®¢¥°­³-

² ®©.

( ) (¡) (¢)

•¨±³­®ª 3.5

.

‡  ¤  ·  3.2.  ) „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ª°¨-

¢³¾, ¨§ ® ¡° ¦¥­­³¾ ­  °¨±. 3.4,

¬® ¦­® § ª« ¥¨²¼ ² ª¦¥ ¨ ®°¨¥­-

²¨°³¥¬®© ¯®¢¥° µ­® ±²¼¾,   ¨¬¥­­®,

¤¨±ª ®¬.

¡) „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ª°¨¢³¾, ¨§ ®-

¡° ¦¥­­³¾ ­  °¨±. 3.6, ² ® ¦¥ ¬® ¦­®

§ ª« ¥¨²¼ ¤¨±ª ®¬.

•¨±³­®ª 3.6

‚ 1930 £. ¡»«  ®¯³¡«¨ª ®¢ ­  ± ®¢¬¥ ±²­  ¿ ±² ²¼¿

”. ”° ­ª«¿ ¨ ‹. ‘. •®­²°¿£¨­ , ¢ ª ® ² ®° ®© ¡»« ® ¤®ª § -

­®, ·² ® «¾¡ ® ¥ § ¶¥¯« ¥­¨¥ ¬® ¦­® § ª« ¥¨²¼ ®°¨¥­²¨°³¥¬®©

¯« ¥­ª ®©. —¥ ²»° ¥ £ ®¤  ±¯³ ±²¿ ¡»«  ®¯³¡«¨ª ®¢ ­  ±² ²¼¿

‡¥©´ ¥° ²  ± ¤°³£¨¬ ¤®ª § ² ¥«¼±²¢®¬ ½² ®© ² ¥ ®° ¥¬». •®-

½² ®¬³ ®°¨¥­²¨°³¥¬³¾ ¯®¢¥° µ­® ±²¼, § ª« ¥¨¢ ¾¹³¾ § ¶¥¯-

« ¥­¨¥ (¨«¨ ­ ²¿­³²³¾ ­  § ¶¥¯« ¥­¨¥), ® ¡»·­® ­ §»¢ ¾²

¯®¢¥°µ­®±²¼¾ ‡¥©´¥°²  .
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Œ» ¤®ª ¦¥¬ ½²³ ² ¥ ®° ¥¬³ ¬¥ ² ®¤®¬ ‡¥©´ ¥° ² . •® ±­ -

· «  ® ±² ­®¢¨¬±¿ ¥¹¥ ­  ®¤­®© §  ¤  ·¥, ·² ® ¡» ¯®ª § ²¼

­¥ ®·¥¢¨¤­® ±²¼ ² ¥ ®° ¥¬».

.

‡  ¤  ·  3.3. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ¢® ±¼¬¥°ª ³ ¬® ¦­® § ª« ¥¨²¼

®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥° µ­® ±²¼¾.

•¥° ¥©¤¥¬ ª ®¯¨± ­¨¾  «£®°¨²¬  ‡¥©´¥°²  . • ³ ¤¥¬

±·¨² ²¼, ·² ® ³§ ¥« ° ±¯®« ® ¦¥­ ¢¡«¨§¨ ±¢® ¥© ¤¨ £° ¬¬»,

².¥. ®­ ¯®·²¨ ¢¥ ±¼ « ¥¦¨² ¢ ¯« ® ±ª ® ±²¨ ¤¨ £° ¬¬» ¨ «¨¸¼

­  ¯¥° ¥ª° ¥ ±²ª µ ¢»µ ®¤¨² ¨§ ­¥ ¥. ‡  ¤  ¤¨¬ ­ ¯° ¢« ¥­¨¥

® ¡ µ ®¤  ³§« . • ³ ¤¥¬ ® ¡ µ ®¤¨²¼ ³§ ¥« ¢ §  ¤ ­­®¬ ­ ¯° ¢« ¥-

­¨¨, ¯¥° ¥¯°»£¨¢  ¿ ­  ª ¦¤®¬ ¯¥° ¥ª° ¥ ±²ª ¥ ± ®¤­®© ¢¥ ²¢¨

­  ¤°³£³¾ ² ª, ·² ® ¡» ® ¡ µ ®¤ ¯° ®¤®«¦ « ±¿ ¢ §  ¤ ­­®¬ ­ -

¯° ¢« ¥­¨¨. •³²¼ ¬® ¦¥ ² § ¬ª­³²¼±¿ ¤® ² ®£ ®, ª ª ¡ ³ ¤¥ ²

® ¡ ®©¤¥­ ¢¥ ±¼ ³§ ¥«. •®«³·¨¢ § ¬ª­³²»© ¯³²¼, ¯° ®¤®«¦ ¥¬

® ¡ µ ®¤ ® ±² ¢¸¥©±¿ · ±²¨ ³§« . •  °¨±. 3.7 ( ) ¨§ ® ¡° ¦¥­»

² ª¨¥ § ¬ª­³²»¥ ¯³²¨ ¤«¿ ²°¨«¨±²­¨ª .

( ) (¡)

•¨±³­®ª 3.7

‡ ª« ¥¨¬ ½²¨ ¯³²¨ ¤¨±ª ¬¨, ° ±¯®« ® ¦¥­­»¬¨, ­ ¯°¨-

¬¥°, ­  ¤ ¯« ® ±ª ® ±²¼¾. “ · ±² ®ª ¯³²¨, ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨©

¯¥° ¥¯°»£¨¢ ­¨¾, ¬® ¦­® ¯°¨ ½² ®¬ ° ±¯®« ® ¦¨²¼ ª ª ¯®¤

¯« ® ±ª ® ±²¼¾, ² ª ¨ ­  ¤ ­¥©. •®½² ®¬³ ¬® ¦­® ¤® ¡¨²¼±¿ ² ®-

£ ®, ·² ® ¡» ­  ª ¦¤®¬ ¯¥° ¥ª° ¥ ±²ª ¥ ®¤¨­ ² ª ®© ³· ±² ®ª ¡»«

° ±¯®« ® ¦¥­ ¯®¤ ¯« ® ±ª ® ±²¼¾,   ¤°³£ ®© ­  ¤ ­¥©. ’ ®£ ¤  ­ 

¯¥° ¥ª° ¥ ±²ª µ ¯®«³·¥­­»¥ ¯« ¥­ª¨ ¬® ¦­® ± ® ¥ ¤¨­¨²¼ ² ª,

ª ª ¯®ª § ­® ­  °¨±. 3.7 (¡).
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€­ « ®£¨·­»¬ ±¯® ± ® ¡ ®¬ ¬® ¦­® § ª« ¥¨²¼ «¾¡ ®© ³§ ¥«.

‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, § ª« ¥¨¢ ­¨¥ ­¥ ¤¢³µ,   ­¥ ±ª ®«¼ª¨µ § ¬ª­³-

²»µ ¯³² ¥© ¤¨±ª ¬¨ ® ± ® ¡»µ ²°³ ¤­® ±² ¥© ­¥ ¢»§»¢ ¥ ². •²³

§ ª« ¥©ª ³ ¬® ¦­® ­  · ²¼ ± «¾¡ ®£ ® ¨§ ¢­³²° ¥­­¨µ ¯³² ¥©,

².¥. ± ¯³²¨, ­¥ ± ®¤¥°¦ ¹¥£ ® ¢­³²°¨ ± ¥ ¡¿ ­¥§ ª« ¥ ¥­­»µ ¯³-

² ¥©. ‡ ² ¥¬ ­  ª ¦¤®¬ ¸ £ ¥ ±« ¥ ¤³¥ ² § ª« ¥¨¢ ²¼ ¯³²¼, ­¥

± ®¤¥°¦ ¹¨© ¢­³²°¨ ± ¥ ¡¿ ­¥§ ª« ¥ ¥­­»µ ¯³² ¥©. •°¨ ½² ®¬

§ ª« ¥¨¢ ¾¹¨© ¤¨±ª ¢± ¥£ ¤  ¬® ¦­® ° ±¯®« ® ¦¨²¼ ¢»¸¥ ³¦¥

¨¬¥¾¹¨µ ±¿ ¤¨±ª ®¢.

Ž±² ¥ ²±¿ «¨¸¼ ®¤¨­ ¢®¯° ® ±, ­® ®­ ®·¥­¼ ¢ ¦¥­. •®·¥-

¬³ ¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¯®«³· ¥ ²±¿ ®°¨¥­²¨°³¥¬  ¿ ¯®¢¥° µ­® ±²¼?

—² ® ¡» ® ²¢¥ ²¨²¼ ­  ½² ® ² ¢®¯° ® ±, ­³¦­® ±­  · «  ¤ ²¼

¤°³£ ® ¥ ®¯° ¥ ¤¥« ¥­¨¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬® ±²¨. ˆ±µ ®¤¿ ­¥¯® ±° ¥ ¤-

±²¢¥­­® ¨§ ¯¥°¢®­  · «¼­®£ ® ®¯° ¥ ¤¥« ¥­¨¿ ®°¨¥­²¨°³¥¬®-

±²¨, ²°³ ¤­® ¤®ª § ²¼ ®°¨¥­²¨°³¥¬® ±²¼ ª ª ®©-«¨¡ ® ¯®-

¢¥° µ­® ±²¨. ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, ¤«¿ ½² ®£ ® ­³¦­® ° ± ±¬® ²° ¥ ²¼

¢± ¥ ¢®§¬® ¦­»¥ ¥ ¥ ® ¡ µ ®¤»,   ¨µ ±«¨¸ª ®¬ ¬­®£ ®.

•° ¥¦¤¥ ¢± ¥£ ® ¤®ª ¦¥¬, ·² ® ¯« ® ±ª ® ±²¼ ¯° ¥ ¤±² ¢«¿¥ ²

± ® ¡ ®© ®°¨¥­²¨°³¥¬³¾ ¯®¢¥° µ­® ±²¼. •° ¥ ¤¯®« ® ¦¨¬, ·² ® ¯ -

°  ±ª° ¥¯« ¥­­»µ ¢¥ª² ®° ®¢ ¤¢¨¦¥ ²±¿ ¯® ¯« ® ±ª ® ±²¨, ¯°¨-

·¥¬ ¤¢¨¦¥­¨¥ ­  ·¨­ ¥ ²±¿ ¨ § ª ­·¨¢ ¥ ²±¿ ¢ ®¤­®© ¨ ² ®©

¦¥ ² ®·ª ¥. •³¦­® ¤®ª § ²¼, ·² ® ­ ¯° ¢« ¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ® ²

¯¥°¢®£ ® ¢¥ª² ®°  ª ® ¢² ®° ®¬³ ¢ ¨±µ ®¤­®¬ ¯®« ® ¦¥­¨¨ ± ®¢¯ -

¤ ¥ ² ± ­ ¯° ¢« ¥­¨¥¬ ¢° ¹¥­¨¿ ¢ ª ®­¥·­®¬ ¯®« ® ¦¥­¨¨. • 

¯« ® ±ª ® ±²¨ «¾¡ ®© § ¬ª­³²»© ¯³²¼ ¬® ¦­® ±²¿­³²¼ ¢ ² ®·ª ³,

° ± ±¬ ²°¨¢  ¿ £ ®¬® ² ¥ ²¨·­»¥ ¥¬³ ¯³²¨. •°¨ ½² ®¬ ¢ ± ® ® ²-

¢¥ ²±²¢¥­­»µ ² ®·ª µ ° ± ±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ¯³² ¥© ¬® ¦­® ¯°¨-

« ® ¦¨²¼ ¢¥ª² ®°», ¯®«³·¥­­»¥ ¤°³£ ¨§ ¤°³£  ¯ ° «« ¥«¼­»¬

¯¥° ¥­® ± ®¬ (°¨±. 3.8). ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ¢¥ª² ®° ®¢ ¯®

¯³²¨, ±²¿­³² ®¬³ ¢ ² ®·ª ³, ±¢®¤¨²±¿ ª ¨µ ¢° ¹¥­¨¾ ¢®ª°³£

½² ®© ² ®·ª¨. Ÿ±­®, ·² ® ­ ¯° ¢« ¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ® ² ¯¥°¢®£ ®

¢¥ª² ®°  ª ® ¢² ®° ®¬³ ¯°¨ ½² ®¬ ­¥ ¨§¬¥­¿¥ ²±¿. ’  ª¨¬ ® ¡° -

§ ®¬, ¯« ® ±ª ® ±²¼ ®°¨¥­²¨°³¥¬ .
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•¨±³­®ª 3.8

•¥ ²°³ ¤­® ¯®ª § ²¼, ·² ® ­  «¾¡ ®© ¯®¢¥° µ­® ±²¨ ¯°¨ ® ¡-

µ ®¤¥ ¢ ¤®«¼ ¯³²¨, ª ® ² ®°»© ¬® ¦­® ±²¿­³²¼ ¢ ² ®·ª ³, ­ ¯° -

¢« ¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ® ² ¯¥°¢®£ ® ¢¥ª² ®°  ª ® ¢² ®° ®¬³ ­¥ ¨§-

¬¥­¿¥ ²±¿. „¥« ® ¢ ² ®¬, ·² ® ¥ ±«¨ ³ ¤¢³µ ¯ ° ¢¥ª² ®° ®¢ ¨µ

¯¥°¢»¥ ¢¥ª² ®°» ¬ « ® ® ² «¨· ¾²±¿ ¤°³£ ® ² ¤°³£ , ¨ ¢² ®-

°»¥ ¢¥ª² ®°» ² ® ¦¥, ² ® ½²¨ ¯ °» §  ¤ ¾² ®¤­® ¨ ² ® ¦¥

­ ¯° ¢« ¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿. •®½² ®¬³ ¥ ±«¨ ®¤¨­ ® ¡ µ ®¤ ± ®¢¥°-

¸ ¥ ²±¿ «¨¸¼ ·³²¼-·³²¼ ¨­  ·¥, ·¥¬ ¤°³£ ®©, ² ® ¯®«³·¥­­® ¥

¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ­ ¯° ¢« ¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ¡ ³ ¤¥ ² ®¤­® ¨ ² ® ¦¥

¤«¿ ® ¡ ®¨µ ® ¡ µ ®¤®¢. ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, ¢ ¯° ®¶¥ ± ± ¥ ±²¿£¨¢ ­¨¿

¯³²¨ ¨² ®£ ®¢® ¥ ­ ¯° ¢« ¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ¨§¬¥­¿²¼±¿ ­¥ ¡ ³-

¤¥ ². Ž²¬¥ ²¨¬ ² ª¦¥, ·² ® ¨² ®£ ®¢® ¥ ­ ¯° ¢« ¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿

§ ¢¨±¨² «¨¸¼ ® ² ²° ¥ª² ®°¨¨, ¯® ª ® ² ®° ®© ¤¢¨¦³²±¿ ¢¥ª-

² ®°»; ®­® ­¥ § ¢¨±¨² ® ² ² ®£ ®, ª ª ¨¬¥­­® ®­¨ ¯°¨ ½² ®¬

¤¢¨¦³²±¿.

( ) (¡)

•¨±³­®ª 3.9

• ¯° ¢« ¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ¬® ¦¥ ² ¨§¬¥­¨²¼±¿ «¨¸¼ ¯°¨

® ¡ µ ®¤¥ ¢ ¤®«¼ ¯³²¨, ª ® ² ®°»© ­¥«¼§¿ ±²¿­³²¼ ¢ ² ®·ª ³.

•°¨ ® ¡ µ ®¤¥ «¨±²  Œ • ¥¡¨³ ±  ¢ ¤®«¼ ¯³²¨, ¨§ ® ¡° ¦¥­­®£ ® ­ 

°¨±. 3.9 ( ), ­ ¯° ¢« ¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ¨§¬¥­¿¥ ²±¿. ‘« ¥ ¤®¢ -

² ¥«¼­®, ½² ® ² ¯³²¼ ­¥«¼§¿ ±²¿­³²¼ ¢ ² ®·ª ³.
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Ž²¬¥ ²¨¬, ·² ® ¥ ±«¨ ¯³²¼ ­¥«¼§¿ ±²¿­³²¼ ¢ ² ®·ª ³, ² ®

® ¡ µ ®¤ ¢ ¤®«¼ ­¥£ ® ­¥ ® ¡¿§ ² ¥«¼­® ¨§¬¥­¿¥ ² ­ ¯° ¢« ¥­¨¥

¢° ¹¥­¨¿. • ¯°¨¬¥°, ® ¡ µ ®¤ ¶¨«¨­¤°  ¢ ¤®«¼ ¯³²¨, ¨§ ® ¡° -

¦¥­­®£ ® ­  °¨±. 3.9 (¡), ± ® µ° ­¿¥ ² ­ ¯° ¢« ¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿,

µ ® ²¿ ¨ ½² ® ² ¯³²¼ ­¥ ±²¿£¨¢ ¥¬.

•¨±³­®ª 3.10

„¢  ¯³²¨ 


1

¨ 


2

, ¨¤³¹¨µ ¨§ ² ®·ª¨ A ¢ ² ®·ª ³ B , ¬® ¦-

­® ° ± ±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ®¤¨­ ¯³²¼ 
 ± ­  · « ®¬ ¨ ª ®­¶®¬ ¢

² ®·ª ¥ A (°¨±. 3.10). „«¿ ½² ®£ ® ­³¦­® ®¤¨­ ¨§ ½²¨µ ¯³² ¥©

° ± ±¬ ²°¨¢ ²¼ ­¥ ª ª ¯³²¼ ¨§ A ¢ B ,   ª ª ¯³²¼ ¨§ B ¢

A . ‹¥£ª ® ¯° ®¢¥°¨²¼, ·² ® ±« ¥ ¤³¾¹¨¥ ¤¢  ³ ±« ®¢¨¿ ½ª¢¨¢ -

« ¥­²­»:

1. Ž¡ µ ®¤ ¢ ¤®«¼ ¯³²¨ 
 ± ® µ° ­¿¥ ² ­ ¯° ¢« ¥­¨¥ ¢° ¹¥-

­¨¿.

2. • ¯° ¢« ¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿, ¯¥° ¥­¥ ± ¥­­® ¥ ¨§ A ¢ B ¢ ¤®«¼

¯³²¨ 


1

, ± ®¢¯  ¤ ¥ ² ± ­ ¯° ¢« ¥­¨¥¬ ¢° ¹¥­¨¿, ¯¥° ¥­¥ ± ¥­-

­»¬ ¨§ A ¢ B ¢ ¤®«¼ ¯³²¨ 


2

.

’ ¥¯¥°¼ ®¯° ¥ ¤¥« ¥­¨¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬® ±²¨ ¬® ¦­® ± ´ ®°¬³-

«¨° ®¢ ²¼ ¢ ¡ ®« ¥ ¥ ³ ¤® ¡­®¬ ¤«¿ ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ¢¨¤¥. • ³ ¤¥¬

£ ®¢®°¨²¼, ·² ® ­  ¯®¢¥° µ­® ±²¨ §  ¤ ­  ®°¨¥­² ¶¨¿ , ¥ ±«¨

¢ ª ¦¤®© ¥ ¥ ² ®·ª ¥ §  ¤ ­® ­ ¯° ¢« ¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿, ¯°¨-

·¥¬ ¯¥° ¥­® ±» ¢ ¤®«¼ «¾¡ ®£ ® ¯³²¨ ¯¥° ¥¢®¤¿² ½²¨ ­ ¯° -

¢« ¥­¨¿ ¢° ¹¥­¨¿ ¤°³£ ¢ ¤°³£ . •°¨ ½² ®¬, ª ®­¥·­®, ¬® ¦­®

®£° ­¨·¨²¼±¿ ¯¥° ¥­® ± ¬¨ ¢ ¤®«¼ ±ª ®«¼ ³£ ®¤­® ª ®° ® ²ª¨µ

¯³² ¥© (¯® ² ®¬³ ·² ® ¤«¨­­»© ¯³²¼ ± ® ±² ®¨² ¨§ ­¥ ±ª ®«¼ª¨µ

ª ®° ® ²ª¨µ). •®¢¥° µ­® ±²¼, ­  ª ® ² ®° ®© ¬® ¦­® §  ¤ ²¼ ®°¨¥­-

² ¶¨¾, ­ §»¢ ¾² ®°¨¥­²¨°³¥¬®© . •² ® ®¯° ¥ ¤¥« ¥­¨¥ ½ª¢¨-

¢ « ¥­²­® ­ ¸¥¬³ ¯¥°¢®­  · «¼­®¬³ ®¯° ¥ ¤¥« ¥­¨¾ ®°¨¥­²¨-

°³¥¬® ±²¨.

…¹¥ ¡ ®« ¥ ¥ ³ ¤® ¡­® ¥ ®¯° ¥ ¤¥« ¥­¨¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬® ±²¨ ¬® ¦-
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­® ¯®«³·¨²¼, ³ª § ¢ ¿¢­»©

±¯® ± ® ¡ §  ¤ ­¨¿ ®°¨¥­² ¶¨¨.

• §° ¥¦¥¬ ¯®¢¥° µ­® ±²¼ ­  ª°¨-

¢®«¨­¥©­»¥ ¬­®£ ®³£ ®«¼­¨ª¨.

—² ® ¡» §  ¤ ²¼ ®°¨¥­² ¶¨¾ ­ 

¬­®£ ®³£ ®«¼­¨ª ¥, ¤® ±² ² ®·­®

§  ¤ ²¼ ­ ¯° ¢« ¥­¨¥ ® ¡ µ ®¤  ¥£ ®

£° ­¨¶». •  ± ® ± ¥ ¤­¨µ ¬­®£ ®³£ ®«¼­¨ª µ ­ ¯° ¢« ¥­¨¿ ® ¡-

µ ®¤  ¤®«¦­» ¡»²¼ ± ®£ « ± ®¢ ­» ² ª, ª ª ¯®ª § ­® ­ 

°¨±. 3.11. •®¢¥° µ­® ±²¼ ¡ ³ ¤¥ ² ®°¨¥­²¨°³¥¬®©, ¥ ±«¨ ­  ¢± ¥ µ

¬­®£ ®³£ ®«¼­¨ª µ ¬® ¦­® §  ¤ ²¼ ± ®£ « ± ®¢ ­­»¥ ­ ¯° ¢« ¥-

­¨¿ ® ¡ µ ®¤ .

•¨±³­®ª 3.11

ˆ±¯®«¼§³¿ ² ª ® ¥ ®¯° ¥ ¤¥« ¥­¨¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬® ±²¨, « ¥£ª ®

¤®ª § ²¼ ®°¨¥­²¨°³¥¬® ±²¼ ¯®¢¥° µ­® ±²¨, ª ® ² ®°  ¿ ¯®«³· -

¥ ²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾  «£ ®°¨²¬  ‡¥©´ ¥° ² . ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, ¯®«³-

·¥­­  ¿ ¯®¢¥° µ­® ±²¼ ¥ ±² ¥ ±²¢¥­­»¬ ® ¡° § ®¬ ° §° ¥§ ­  ­ 

ª°¨¢®«¨­¥©­»¥ ¬­®£ ®³£ ®«¼­¨ª¨,   §  ¤ ²¼ ­ ¯° ¢« ¥­¨¥ ¨µ

® ¡ µ ®¤  ¬® ¦­® ¢ ± ® ® ²¢¥ ²±²¢¨¨ ± ­ ¯° ¢« ¥­¨¥¬ ® ¡ µ ®¤  ³§-

«  (°¨±. 3.12). ‹¥£ª ® ³¡ ¥ ¤¨²¼±¿, ·² ® ­ ¯° ¢« ¥­¨¿ ® ¡ µ ®¤ 

¬­®£ ®³£ ®«¼­¨ª ®¢ ± ®£ « ± ®¢ ­» ¤°³£ ± ¤°³£ ®¬.

•¨±³­®ª 3.12

…±«¨ ¬» ® ²° §¨¬ ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¯« ® ±ª ® ±²¨ ¤¨ £° ¬¬»

¤¨±ª¨, § ª« ¥¨¢ ¾¹¨¥ § ¬ª­³²»¥ ¯³²¨, ² ® ­®¢»¥ ¤¨±ª¨ ² ®-

¦¥ ¬® ¦­® ¡ ³ ¤¥ ² § ª« ¥¨²¼ ¯« ¥­ª ¬¨, ­¥§­  ·¨² ¥«¼­® ¢¨¤®-

¨§¬¥­¨¢ °¨±. 3.7 (¡). ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, § ª« ¥¨¢ ¾¹³¾ ¯« ¥­ª ³

¬® ¦­® ¯° ¥ ¤±² ¢¨²¼ ª ª · ±²¼ ¡ ®ª ®¢®© ¯®¢¥° µ­® ±²¨ ¶¨-

«¨­¤° . •®¢»¥ ¤¨±ª¨ ¬® ¦­® § ª« ¥¨²¼ ® ±² ¢¸¥©±¿ · ±²¼¾
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½² ®© ¯®¢¥° µ­® ±²¨ (°¨±. 3.13). ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥ ³§ ¥« ¡ ³ ¤¥ ² ° ±-

¯®« ® ¦¥­ ­  ­¥ª ® ² ®° ®© ®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥° µ­® ±²¨ ¡ ¥§

ª°  ¿, ¯°¨·¥¬ ³§ ¥« ° § ¡¨¢ ¥ ² ¥ ¥ ­  ¤¢¥ · ±²¨.

•¨±³­®ª 3.13

.

‡  ¤  ·  3.4. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® «¾¡ ®© ³§ ¥« ¬® ¦­® ° ±¯®« ®-

¦¨²¼ ­  ­¥ª ® ² ®° ®© ®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥° µ­® ±²¨ ¡ ¥§ ª°  ¿

² ª, ·² ® ®­ ­¥ ¡ ³ ¤¥ ² ° § ¡¨¢ ²¼ ¥ ¥ ­  · ±²¨.

€«£ ®°¨²¬ ‡¥©´ ¥° ²  ¬® ¦­® ¨±¯®«¼§ ®¢ ²¼ ­¥ ² ®«¼ª ®

¤«¿ § ª« ¥¨¢ ­¨¿ ³§« , ­® ¨ ¤«¿ § ª« ¥¨¢ ­¨¿ «¾¡ ®£ ® § ¶¥¯-

« ¥­¨¿. •°¨ ½² ®¬ ­  ª ¦¤®© ª ®¬¯®­¥­² ¥ § ¶¥¯« ¥­¨¿ ®°¨-

¥­² ¶¨¿ §  ¤ ¥ ²±¿ ­¥§ ¢¨±¨¬® ® ² ®°¨¥­² ¶¨© ® ±² «¼­»µ

ª ®¬¯®­¥­². •  °¨±. 3.14 ¯®ª § ­» ¤¢  ° §«¨·­»µ ¢»¡ ®° 

®°¨¥­² ¶¨© ®¤­®£ ® ¨ ² ®£ ® ¦¥ § ¶¥¯« ¥­¨¿. ‘ª« ¥¨¢ ¯ °» ± ®-

® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨µ ¨¬ ¯®¢¥° µ­® ±² ¥© ‡¥©´ ¥° ² , ¯®«³·¨¬ ¤¢¥

° §­»µ ®°¨¥­²¨°³¥¬»µ ¯®¢¥° µ­® ±²¨ ¡ ¥§ ª°  ¿ (°¨±. 3.15).

•¨±³­®ª 3.14

•¨±³­®ª 3.15
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•°¨¬¥­¥­¨¥  «£ ®°¨²¬  ‡¥©´ ¥° ²  ¤«¿ § ª« ¥¨¢ ­¨¿ § -

¶¥¯« ¥­¨¿ ­¥ ¢± ¥£ ¤  ¯°¨¢®¤¨² ª ±¢¿§­®© ¯®¢¥° µ­® ±²¨. • -

¯°¨¬¥°, ¥ ±«¨ ¤¨ £° ¬¬  § ¶¥¯« ¥­¨¿ ± ® ±² ®¨² ¨§ ¤¢³µ ­¥-

¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹¨µ ±¿ ®ª°³¦­® ±² ¥©, ² ® § ª« ¥¨¢ ¾¹  ¿ ¯®¢¥° µ-

­® ±²¼ ± ® ±² ®¨² ¨§ ¤¢³µ ­¥¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹¨µ ±¿ ¤¨±ª ®¢. •® ¨§

­¥ ±ª ®«¼ª¨µ ®°¨¥­²¨°³¥¬»µ ¯®¢¥° µ­® ±² ¥©, § ª« ¥¨¢ ¾¹¨µ

ª ®¬¯®­¥­²» § ¶¥¯« ¥­¨¿, « ¥£ª ® ¯®«³·¨²¼ ®¤­³ ®°¨¥­²¨°³-

¥¬³¾ ¯®¢¥° µ­® ±²¼, ± ® ¥ ¤¨­¨¢ ¨±µ ®¤­»¥ ¯®¢¥° µ­® ±²¨ ²°³¡-

ª ¬¨. •®¢¥°µ­®±²¼¾ ‡¥©´¥°²  ¡ ³ ¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ±¢¿§­³¾

®°¨¥­²¨°³¥¬³¾ ¯®¢¥° µ­® ±²¼, ª° ¥¬ ª ® ² ®° ®© ±«³¦ ² ¢± ¥

ª ®¬¯®­¥­²» § ¶¥¯« ¥­¨¿.

„«¿ ¯® ±²° ® ¥­¨¿ ¯®¢¥° µ­® ±²¨ ‡¥©´ ¥° ²  ¤® ±² ² ®·­®

¡»« ® ¡» § ª« ¥¨²¼ ª ¦¤³¾ ª ®¬¯®­¥­²³ § ¶¥¯« ¥­¨¿ ±¢® ¥©

®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥° µ­® ±²¼¾ ² ª, ·² ® ¡» ½²¨ ¯®¢¥° µ­®-

±²¨ ¯®¯ °­® ­¥ ¯¥° ¥ ± ¥ª «¨±¼. •® ² ª  ¿ § ª« ¥©ª  ­¥ ¢± ¥-

£ ¤  ±³¹¥ ±²¢³¥ ². • ¯°¨¬¥°, § ¶¥¯« ¥­¨¥ •®¯´  ² ª § ª« ¥-

¨²¼ ­¥«¼§¿. • ®« ¥ ¥ ² ®£ ®, ­¥«¼§¿ ¤ ¦¥ § ª« ¥¨²¼ ®¤­³ ¨§ ¥£ ®

ª ®¬¯®­¥­² ®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥° µ­® ±²¼¾, ­¥ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¾-

¹¥© ¢² ®°³¾ ª ®¬¯®­¥­²³. „®ª §»¢ ²¼ ½² ® ¬» ­¥ ¡ ³ ¤¥¬.

.

‡  ¤  ·  3.5. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ª°¨¢³¾ 1, ¨§ ® ¡° ¦¥­­³¾ ­ 

°¨±. 3.16, ¬® ¦­® § ª« ¥¨²¼ ®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥° µ­® ±²¼¾,

­¥ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹¥© ª°¨¢³¾ 2.

•¨±³­®ª 3.16 •¨±³­®ª 3.17 •¨±³­®ª 3.18

.

‡  ¤  ·  3.6. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ²°¨ ª°¨¢»¥, ¨§ ® ¡° ¦¥­­»¥

­  °¨±. 3.17, ¬® ¦­® § ª« ¥¨²¼ ²° ¥¬¿ ¯®¯ °­® ­¥ ¯¥° ¥ ± ¥ª -

¾¹¨¬¨±¿ ®°¨¥­²¨°³¥¬»¬¨ ¯®¢¥° µ­® ±²¿¬¨.
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.

‡  ¤  ·  3.7. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ª°¨¢³¾ 1, ¨§ ® ¡° ¦¥­­³¾ ­ 

°¨±. 3.18, ¬® ¦­® § ª« ¥¨²¼ «¨±² ®¬ Œ • ¥¡¨³ ± , ­¥ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¾-

¹¨¬ ª°¨¢³¾ 2.

•¥¸¥­¨¿

I

3.1. ‘ ®¤­®© ±² ®° ®­», ½²  §  ¤  ·  ®·¥¢¨¤­ : £° ­¨¶³ «¨-

±²  Œ • ¥¡¨³ ±  ¬® ¦­® ¯° ®¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ² ª, ·² ® ®­  ±² -

­¥ ² ®ª°³¦­® ±²¼¾. •°¨ ½² ®¬ «¨±² Œ • ¥¡¨³ ±  ² ® ¦¥ ª ª-² ® ¤¥-

´ ®°¬¨°³¥ ²±¿. ‘® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹  ¿ ¤¥ ´ ®°¬ ¶¨¿ ª °ª ±  «¨-

±²  Œ • ¥¡¨³ ±  ¨§ ® ¡° ¦¥­  ­  °¨±. 3.19. Š ± ® ¦ « ¥­¨¾, ½² ® ²

°¨±³­®ª ­¥ ®·¥­¼ ­ £ «¿¤¥­.

( ) (¡) (¢)

•¨±³­®ª 3.19

‹¨±² Œ • ¥¡¨³ ±  ± ¯« ® ±ª ®© £° ­¨¶¥© ¬® ¦­® ¯° ¥ ¤±² ¢¨²¼

± ¥ ¡ ¥ ¡ ®« ¥ ¥ ­ £ «¿¤­®. …£ ® ¬® ¦­®, ­ ¯°¨¬¥°, ±ª« ¥¨²¼ ¨§ ¢»-

ª° ®©ª¨, ¨§ ® ¡° ¦¥­­®© ­  °¨±³­ª ¥ 3.20. „«¿ ½² ®£ ® ­³¦­®

•¨±³­®ª 3.20
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±ª« ¥¨²¼ ¨§ ­¥ ¥ ´ ¨£³°³ ¢ ´ ®°¬¥ ®ª² ½¤° . ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥

¯®«³·¨²±¿ ¯®¢¥° µ­® ±²¼ ®ª² ½¤° , ¨§ ª ® ² ®° ®© ¢»° ¥§ ­»

²° ¥ ³£ ®«¼­¨ª¨ AD E ¨ D C F (°¨±. 3.21 ( )). Š° ®¬¥ ² ®£ ®,

¢­³²°¨ ®ª² ½¤°  ¡ ³ ¤¥ ² ° ±¯®« ® ¦¥­  ´ ¨£³° , ¨§ ® ¡° ¦¥­-

­  ¿ ­  °¨±. 3.21 (¡). ƒ ° ­¨¶¥© ¢± ¥© ¯®«³·¥­­®© ´ ¨£³°» ¡ ³-

¤¥ ² ²° ¥ ³£ ®«¼­¨ª AC D .

( ) (¡)

•¨±³­®ª 3.21

„°³£ ® ¥ ­ £ «¿¤­® ¥ ¯° ¥ ¤±² ¢« ¥­¨¥ «¨±²  Œ • ¥¡¨³ ±  ±

¯« ® ±ª ®© £° ­¨¶¥© ¬® ¦­® ¯®«³·¨²¼ ±« ¥ ¤³¾¹¨¬ ® ¡° § ®¬.

‚®§¼¬¥¬ ° ¥§¨­®¢³¾ ¯« ¥­ª ³ AB C D . —² ® ¡» ¯®«³·¨²¼ ¨§

­¥ ¥ «¨±² Œ • ¥¡¨³ ± , ­³¦­® ±ª« ¥¨²¼ ±²° ¥«ª¨ AB ¨ C D

(°¨±. 3.22 ( )). •¥ ¡ ³ ¤¥¬ ±¯¥¸¨²¼ ½² ® ¤¥« ²¼. ‘­  · «  ­ -

¤³¥¬ ¯« ¥­ª ³ ª ª ° ¥§¨­®¢»© ¸ °¨ª. ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¯®«³·¨¬

± ´ ¥°³ ± ® ²¢¥° ±²¨¥¬ AB C D (°¨±. 3.22 (¡)). •° ®¤¥ ´ ®°¬¨-

°³¥¬ ± ´ ¥°³, ± ¡«¨§¨¢ ® ²° ¥§ª¨ AB ¨ B C ,   ² ª¦¥ ® ²° ¥§-

ª¨ AD ¨ D C (°¨±. 3.22 (¢)). ’ ¥¯¥°¼ ³¦¥ ­¥ ²°³ ¤­® ¯° ¥ ¤-

±² ¢¨²¼, ·² ® ¯° ®¨§ ®©¤¥ ² ¯°¨ ±ª« ¥©ª ¥ ±²° ¥« ®ª AB ¨ C D

(°¨±. 3.22 (£)).

( ) (¡) (¢) (£)

•¨±³­®ª 3.22
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I

3.2. • §° ¥¦¥¬ ± ´ ¥°³ ¯® ¬¥°¨¤¨ ­³ ¨ ¢ ¤ ¢¨¬ ¢­³²°¼ ¢¥° µ-

­¾¾ · ±²¼ ¯®¢¥° µ­® ±²¨ ®¤­®© ¨§ ¯®«³ ± ´ ¥° (°¨±. 3.23 ( )).

‚¤ ¢« ¥­­³¾ · ±²¼ £° ­¨¶» ¯®«³ ± ´ ¥°» ¯®¢¥°­¥¬ ±­  · « 

­  180

�

(°¨±. 3.23 (¡)),   § ² ¥¬ ¥¹¥ ­  180

�

(°¨±. 3.23 (¢)).

( ) (¡) (¢)

•¨±³­®ª 3.23

I

3.3. Œ® ¦­®, ­ ¯°¨¬¥°, ¢® ±¯®«¼§ ®¢ ²¼±¿ ¤¨ £° ¬¬®© ³§« 

¢® ±¼¬¥°ª , ° ±¯®« ® ¦¥­­®© ­  °¨±. 2.4 ±¯° ¢ . ‡ ª« ¥¨¢ ¾-

¹  ¿ ¯®¢¥° µ­® ±²¼ ¨§ ® ¡° ¦¥­  ­  °¨±. 3.24. Œ® ¦­® ² ª¦¥

¢® ±¯®«¼§ ®¢ ²¼±¿ ·¥ ²¢ • ¥° ² ®© ±« ¥¢  ¤¨ £° ¬¬®©.

( ) (¡)

•¨±³­®ª 3.24 •¨±³­®ª 3.25

„«¿ ® ±² «¼­»µ ¤¨ £° ¬¬ ³§«  ¢® ±¼¬¥°ª , ¨§ ® ¡° ¦¥­-

­»µ ­  °¨±. 2.4, ¯® ±²° ® ¥­­»¥  ­ « ®£¨·­»¬ ® ¡° § ®¬ § ª« ¥-

¨¢ ¾¹¨¥ ¯®¢¥° µ­® ±²¨ ¡ ³ ¤³² ­¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬»¬¨. Ž°¨¥­-

²¨°³¥¬»¥ ¯®¢¥° µ­® ±²¨, ¯® ±²° ® ¥­­»¥ ¤«¿ ½²¨µ ¤¨ £° ¬¬
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± ¯®¬®¹¼¾  «£ ®°¨²¬  ‡¥©´ ¥° ²  ¡ ³ ¤³² ­  ¨§ ® ¡° ¦¥­¨¿µ

¬­®£ ® ±« ®©­»¬¨. •¨± ®¢ ²¼ ¨µ ­¥ ³ ¤® ¡­®.

I

3.4. • ± ±¬® ²°¨¬ ®ª° ¥ ±²­® ±²¼ ¤ ­­®£ ® ³§« . “ § ¥« ¬® ¦­®

° §¬¥ ±²¨²¼ ­  £° ­¨¶¥ ½² ®© ®ª° ¥ ±²­® ±²¨ (°¨±. 3.25 ( )).

•°¨ ½² ®¬ ¯®«³· ¥ ²±¿ §  ³§« ¥­­  ¿ ¯®¢¥° µ­® ±²¼. À‘¯«¾¹¨¢Á

¥ ¥, ¬® ¦­® ¯®«³·¨²¼ ­¥§  ³§« ¥­­³¾ ¯®¢¥° µ­® ±²¼.

I

3.5. ’ ° ¥ ¡ ³¥¬  ¿ ¯®¢¥° µ­® ±²¼ ¨§ ® ¡° ¦¥­  ­  °¨±. 3.26.

•¨±³­®ª 3.26

I

3.6. ‡ ª« ¥¨¬ ±­  · «  ® ¡ ¥ ¯¥° ¥ª°³·¥­­»¥ ®ª°³¦­® ±²¨.

„«¿ ª ¦¤®© ¨§ ­¨µ ° ± ±¬® ²°¨¬ ¯« ¥­ª ³, ¨§ ® ¡° ¦¥­­³¾

­  °¨±. 3.27 ( ), ¨ ¯°¨ª« ¥¨¬ ª ¥ ¥ £° ­¨·­»¬ ®ª°³¦­®-

±²¿¬ C

1

¨ C

2

ª ®«¼¶® (°¨±. 3.27 (¡)). Œ® ¦­® ±·¨² ²¼,

·² ® ¯®«³·¥­­»¥ ² ª¨¬ ® ¡° § ®¬ ¯« ¥­ª¨ ¶¥«¨ª ®¬ « ¥¦ ²

( ) (¡)

•¨±³­®ª 3.27



32 • £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿

¢¡«¨§¨ ®ª°³¦­® ±² ¥© 2 ¨ 3 (°¨±. 3.28 ( )). Ž±² ¥ ²±¿ § ª« ¥-

¨²¼ ®ª°³¦­® ±²¼ 1 ®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯« ¥­ª ®©, ­¥ §  ¤¥¢ ¾-

¹¥© ®ª°³¦­® ±² ¥© 2 ¨ 3. Š ª ½² ® ±¤¥« ²¼, ¯®ª § ­® ­ 

°¨±. 3.28 (¡).

( ) (¡)

•¨±³­®ª 3.28

I

3.7. Ž¡° ²¨¬±¿ ª «¨±²³ Œ • ¥¡¨³ ±  ± ¯« ® ±ª ®© £° ­¨¶¥©, ¨§ ®-

¡° ¦¥­­®¬³ ­  °¨±. 3.21. ‹¥£ª ® ¯° ®¢¥°¨²¼, ·² ® ®ª°³¦-

­® ±²¼ 2, ¨§ ® ¡° ¦¥­­  ¿ ­  °¨±. 3.29, ­¥ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¥ ² ¥£ ®.

•¨±³­®ª 3.29



4

ˆ­¢ °¨ ­² ³§« 

•®¯»²ª¨ ° §¢¿§ ²¼ ²°¨«¨±²­¨ª ª ³ ±¯¥ µ³ ­¥ ¯°¨¢®¤¿².

•® ½² ® ­¥ ¤ ¥ ² ¤®ª § ² ¥«¼±²¢ , ·² ® ° §¢¿§ ²¼ ¥£ ® ­¥«¼§¿

¤¥©±²¢¨² ¥«¼­® ­¨ª ª¨¬ ±¯® ± ® ¡ ®¬.

•®«³·¨²¼ ² ª ® ¥ ¤®ª § ² ¥«¼±²¢® ¬® ¦­®, ­ ¯°¨¬¥°, ±« ¥-

¤³¾¹¨¬ ® ¡° § ®¬. ‘®¯® ±² ¢¨¬ ª ¦¤®© ¤¨ £° ¬¬¥ ³§«  ­¥-

ª ® ² ®° ® ¥ ·¨±« ®. …±«¨ ¯°¨ ½² ®¬ ° §­»¬ ¤¨ £° ¬¬ ¬ ®¤­®£ ®

¨ ² ®£ ® ¦¥ ³§«  ± ®¯® ±² ¢«¿¥ ²±¿ ®¤­® ¨ ² ® ¦¥ ·¨±« ®, ² ®

¬» ¡ ³ ¤¥¬ £ ®¢®°¨²¼, ·² ® §  ¤ ­ ¨­¢ °¨ ­² ³§«  . ‚ ² ª ®¬

±«³· ¥ ¤«¿ ª ¦¤®£ ® ³§«  ®¤­®§­  ·­® ®¯° ¥ ¤¥« ¥­® §­  ·¥­¨¥

½² ®£ ® ¨­¢ °¨ ­² . …±«¨ §­  ·¥­¨¿ ¨­¢ °¨ ­²  ¤«¿ ¤¢³µ

¤¨ £° ¬¬ ³§« ®¢ ° §­»¥, ² ® ½²¨ ¤¨ £° ¬¬» ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³-

¾² ° §­»¬ ³§« ¬. •® ¨­¢ °¨ ­² ­¥ ® ¡¿§ ² ¥«¼­® ° §«¨· -

¥ ² ¢± ¥ ³§«», ².¥. ¤«¿ ­¥ª ® ² ®°»µ ° §­»µ ³§« ®¢ §­  ·¥­¨¿

¨­¢ °¨ ­²  ¬®£³² ± ®¢¯  ¤ ²¼.

„«¿ ³§« ®¢ ¨ § ¶¥¯« ¥­¨© ¥ ±²¼ ¢¥ ±¼¬  ¯° ® ±² ®© ¨­¢ °¨-

 ­². Ž­ ±²° ®¨²±¿ ±« ¥ ¤³¾¹¨¬ ® ¡° § ®¬. • ± ±¬® ²°¨¬ ¢± ¥

¢®§¬® ¦­»¥ ° ±ª° ±ª¨ ³§«  ¢ ²°¨ ¶¢¥ ²  (ª ¦¤  ¿ ±¢¿§­  ¿

¤³£  ¤¨ £° ¬¬» ª° ±¨²±¿ ®¤­¨¬ ¶¢¥ ² ®¬). •°¨ ½² ®¬ ­ 

ª ¦¤®¬ ¯¥° ¥ª° ¥ ±²ª ¥ ±µ ®¤¿²±¿ ¤³£¨ ®¤­®£ ®, ¤¢³µ ¨«¨ ²° ¥ µ

¶¢¥ ² ®¢. • § ®¢¥¬ ° ±ª° ±ª ³ ¯° ¢¨«¼­®© , ¥ ±«¨ ­¨ ­  ª ª ®¬

¯¥° ¥ª° ¥ ±²ª ¥ ­¥ ±µ ®¤¿²±¿ ° ®¢­® ¤¢  ¶¢¥ ² , ².¥. ­  ª ¦¤®¬

¯¥° ¥ª° ¥ ±²ª ¥ ±µ ®¤¿²±¿ «¨¡ ® ¤³£¨ ®¤­®£ ® ¶¢¥ ² , «¨¡ ® ±° §³

¢± ¥ µ ²° ¥ µ ¶¢¥ ² ®¢.
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’ ¥ ®° ¥¬  4.1. Š®«¨·¥±²¢® ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ±®ª ¤¨ -

£° ¬¬» ³§«  ¢ ²°¨ ¶¢¥²  ¿¢«¿¥²±¿ ¨­¢ °¨ ­²®¬ ³§« .

„®ª § ²¥«¼±²¢®. • ± ±¬® ²°¨¬ ¢± ¥ ¢®§¬® ¦­»¥ ¯° ¥ ® ¡° -

§ ®¢ ­¨¿ ¯¥° ¥ª° ¥ ±²ª ®¢ ¤¨ £° ¬¬ ³§« ®¢ ¯°¨ ¤¥ ´ ®°¬ ¶¨¿µ

(°¨±. 4.1). ’ ° ¥ ¡ ³¥ ²±¿ ¤®ª § ²¼, ·² ® ¯°¨ ½²¨µ ¯° ¥ ® ¡° § ®¢ -

­¨¿µ ¯° ¢¨«¼­»¥ ° ±ª° ±ª¨ ¯¥° ¥ µ ®¤¿² ¢ ¯° ¢¨«¼­»¥ ° ±-

ª° ±ª¨, ¯°¨·¥¬ ®¤­®§­  ·­»¬ ® ¡° § ®¬. •®¿±­¨¬, ·² ® ¬»

¨¬¥ ¥¬ ¢ ¢¨¤³. •³ ±²¼ §  ¤ ­  ¯° ¢¨«¼­  ¿ ° ±ª° ±ª  ¤¨ -

£° ¬¬». •®¤¢¥°£­¥¬ ½²³ ¤¨ £° ¬¬³ ®¤­®¬³ ¨§ ¯° ¥ ® ¡° -

§ ®¢ ­¨©, ¨§ ® ¡° ¦¥­­»µ ­  °¨±. 4.1. Ž±² ¢¨¬ ¡ ¥§ ¨§¬¥­¥-

­¨© ° ±ª° ±ª ³ ¤¨ £° ¬¬» ¢­¥ ² ®© · ±²¨ ¯« ® ±ª ® ±²¨, £ ¤¥

± ®¢¥°¸ ¥ ²±¿ ¯° ¥ ® ¡° § ®¢ ­¨¥. ’ ®£ ¤  ª ®­¶» ¢± ¥ µ ¤³£ ­ 

ª ° ²¨­ª ¥, ¨§ ® ¡° ¦ ¾¹¥© ¯° ¥ ® ¡° § ®¢ ­¨¥, ¡ ³ ¤³² ®ª° ¸¥-

­». ’ ° ¥ ¡ ³¥ ²±¿ ¤®ª § ²¼, ·² ® ½²³ ° ±ª° ±ª ³ ¬® ¦­® ¯° ®-

¤®«¦¨²¼ ¤® ¯° ¢¨«¼­®© ° ±ª° ±ª¨ ² ®© · ±²¨ ¤¨ £° ¬¬»,

£ ¤¥ ± ®¢¥°¸ ¥ ²±¿ ¯° ¥ ® ¡° § ®¢ ­¨¥, ¯°¨·¥¬ ½² ® ¯° ®¤®«¦¥-

­¨¥ ° ±ª° ±ª¨ ®¯° ¥ ¤¥« ¥­® ®¤­®§­  ·­®. „«¿ ®¤­®¶¢¥ ²­»µ

° ±ª° ± ®ª ½² ® « ¥£ª ® ¯° ®¢¥°¨²¼. „«¿ ¢± ¥ µ ±³¹¥ ±²¢¥­­® ° §-

«¨·­»µ ° §­®¶¢¥ ²­»µ ° ±ª° ± ®ª ¯° ¥ ® ¡° § ®¢ ­¨¿ ¨§ ® ¡° -

¦¥­» ­  °¨±. 4.2.

•¨±³­®ª 4.1

•¨±³­®ª 4.2
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’ ¥¯¥°¼ ¬® ¦­® ¤®ª § ²¼, ·² ®

²°¨«¨±²­¨ª ­¥ ° §¢¿§»¢ ¥ ²±¿. • 

°¨±. 4.3 ¨§ ® ¡° ¦¥­  ¯° ¢¨«¼­  ¿

° ±ª° ±ª  ¤¨ £° ¬¬» ²°¨«¨±²­¨-

ª , ¯°¨ ª ® ² ®° ®© ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¢± ¥

²°¨ ¶¢¥ ² . Ž¡¹¥ ¥ ª ®«¨·¥ ±²¢® ² -

ª¨µ ° ±ª° ± ®ª ½² ®© ¤¨ £° ¬¬» ° -

¢­® 6. ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, ®¤­³ ¤³£³

¬® ¦­® ®ª° ±¨²¼ «¾¡»¬ ¨§ ²° ¥ µ ¶¢¥ ² ®¢, ¤°³£³¾ ¤³£³ |

®¤­¨¬ ¨§ ¤¢³µ ® ±² ¢¸¨µ ±¿ ¶¢¥ ² ®¢,   ¶¢¥ ² ²° ¥ ²¼¥© ¤³£¨ ¯®-

±« ¥ ½² ®£ ® ¡ ³ ¤¥ ² ®¯° ¥ ¤¥« ¥­ ®¤­®§­  ·­®. •®¬¨¬® ¸¥ ±²¨ ° §-

­®¶¢¥ ²­»µ ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ± ®ª ¤¨ £° ¬¬» ²°¨«¨±²-

­¨ª  ¥ ±²¼ ¥¹¥ ²°¨ ®¤­®¶¢¥ ²­»µ ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ±ª¨.

’  ª¨¬ ® ¡° § ®¬, ¤«¿ ²°¨«¨±²­¨ª  ª ®«¨·¥ ±²¢® ¯° ¢¨«¼­»µ

° ±ª° ± ®ª ° ¢­® 9,   ³ ­¥§  ³§« ¥­­®© ®ª°³¦­® ±²¨ ¥ ±²¼ ² ®-

«¼ª ® ²°¨ ®¤­®¶¢¥ ²­»¥ ° ±ª° ±ª¨, ­¨ª ª¨µ ¤°³£¨µ ° ±ª° -

± ®ª ³ ­¥ ¥ ­¥ ². ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, ²°¨«¨±²­¨ª ­¥«¼§¿ ¯° ®¤¥-

´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ¢ ­¥§  ³§« ¥­­³¾ ®ª°³¦­® ±²¼.

•¨±³­®ª 4.3

Š ± ® ¦ « ¥­¨¾, ¯® ±²° ® ¥­­»© ¨­¢ °¨ ­² ­¥ ¢± ¥¬®£³¹.

Ž­ ­¥ ¯®§¢®«¿¥ ² ¤ ¦¥ ¤®ª § ²¼, ·² ® ³§ ¥« ¢® ±¼¬¥°ª  ­¥

° §¢¿§»¢ ¥ ²±¿. ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, « ¥£ª ® ¯° ®¢¥°¨²¼, ·² ® «¾-

¡  ¿ ¯° ¢¨«¼­  ¿ ° ±ª° ±ª  ¤¨ £° ¬¬» ½² ®£ ® ³§«  ®¤­®-

¶¢¥ ²­  ¿. •® ¢± ¥ ¦¥ ¨­¢ °¨ ­² ¯®§¢®«¿¥ ² ® ² «¨· ²¼ ¤°³£

® ² ¤°³£  ¡ ¥ ±ª ®­¥·­® ¬­®£ ® ³§« ®¢. •  °¨±. 4.4 ¨§ ® ¡° ¦¥-

­» ¤¢¥ ° §«¨·­»¥ ¯° ¢¨«¼­»¥ ° ±ª° ±ª¨ ®¤­®© ¨ ² ®© ¦¥

¤¨ £° ¬¬». ‘® ¥ ¤¨­¨¢ n ² ª¨µ ³§ ¥«ª ®¢ ¢ § ¬ª­³²³¾ ¶¥-

¯®·ª ³, ¯®«³·¨¬ ³§ ¥«, ª ®«¨·¥ ±²¢® ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ± ®ª

ª ® ² ®° ®£ ® ° ¢­® 3 � 2

n

+ 3. ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, ¯°¨ ° §­»µ n

ª ®«¨·¥ ±²¢  ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ± ®ª ° §­»¥.

•¨±³­®ª 4.4
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„«¿ § ¶¥¯« ¥­¨© ª ®«¨·¥ ±²¢® ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ± ®ª

¤¨ £° ¬¬» ¢ ²°¨ ¶¢¥ ²  ² ® ¦¥ ¨­¢ °¨ ­². „®ª § ² ¥«¼±²¢®

½² ®£ ® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ­¨·¥¬ ­¥ ® ² «¨· ¥ ²±¿ ® ² ¤®ª § ² ¥«¼-

±²¢  ¤«¿ ³§« ®¢.

•¥§  ³§« ¥­­»¥ ¨ ¯®¯ °­® ­¥ § ¶¥¯« ¥­­»¥ ®ª°³¦­® ±²¨

¬® ¦­® ª° ±¨²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬® ¤°³£ ® ² ¤°³£ . •®½² ®¬³ ª ®«¨-

·¥ ±²¢® ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ± ®ª ¤«¿ n ² ª¨µ ®ª°³¦­® ±² ¥©

° ¢­® 3

n

. •² ® ¤ ¥ ² ¯°¨ ¨±¯®«¼§ ®¢ ­¨¨ ­ ¸¥£ ® ¨­¢ °¨-

 ­²  ¤«¿ § ¶¥¯« ¥­¨© ­®¢»¥ ¢®§¬® ¦­® ±²¨ ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ±

³§« ¬¨. ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, ¥ ±«¨ § ¶¥¯« ¥­¨¥ ¤®¯³ ±ª ¥ ² «¨¸¼

®¤­®¶¢¥ ²­»¥ ¯° ¢¨«¼­»¥ ° ±ª° ±ª¨, ² ® ³ ­¥£ ® ª ®«¨·¥-

±²¢® ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ± ®ª ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ³ ­¥§  ³§« ¥­­»µ ¨

¯®¯ °­® ­¥ § ¶¥¯« ¥­­»µ ®ª°³¦­® ±² ¥©. ‹¥£ª ® ¯° ®¢¥°¨²¼,

·² ® ¢± ¥ § ¶¥¯« ¥­¨¿, ¨§ ® ¡° ¦¥­­»¥ ­  °¨±. 4.5, ¤®¯³ ±ª ¾²

«¨¸¼ ®¤­®¶¢¥ ²­»¥ ¯° ¢¨«¼­»¥ ° ±ª° ±ª¨.

•¨±³­®ª 4.5

„®ª § ­­  ¿ ­ ¬¨ ­¥¢®§¬® ¦­® ±²¼ ° ±¶¥¯¨²¼ § ¶¥¯« ¥-

­¨¿, ¨§ ® ¡° ¦¥­­»¥ ­  °¨±. 4.5, ¯®§¢®«¿¥ ² ¯° ®¤®«¦¨²¼ ® ¡-

±³¦¤¥­¨¥ §  ¤  ·¨ 1.1 ® ° ±¶¥¯« ¥­¨¨ ±¶¥¯« ¥­­»µ ¯ «¼¶¥¢.

•¨±. 4.6 ¯®ª §»¢ ¥ ², ·² ® ¥ ±«¨ ­  °³ª ³ ­  ¤¥ ²¼ ¦¥ ±²ª¨©

¡° ±« ¥ ² (°¨±. 4.6 ( )), ² ® ° ±¶¥¯¨²¼ ¯ «¼¶» (°¨±. 4.6 (¡))

³¦¥ ­¥ ³ ¤ ±²±¿. ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, ¥ ±«¨ ¡» ¨µ ³ ¤ « ® ±¼ ° ±-

¶¥¯¨²¼, ² ® ¡° ±« ¥ ² ¬® ¦­® ¡»« ® ¡» ±­¿²¼ (°¨±. 4.6 (¢)).
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•® ² ®£ ¤  § ¶¥¯« ¥­¨¥, ¨§ ® ¡° ¦¥­­® ¥ ­  °¨±. 4.6 ( ), ¬® ¦­®

¡»« ® ¡» ° ±¶¥¯¨²¼.

( ) (¡) (¢)

•¨±³­®ª 4.6

•®¬¨¬® ° ±ª° ± ®ª ¤¨ £° ¬¬ ³§« ®¢ ¨ § ¶¥¯« ¥­¨© ¢

²°¨ ¶¢¥ ²  ¬® ¦­® ¨±¯®«¼§ ®¢ ²¼ ° ±ª° ±ª¨ ¢ n ¶¢¥ ² ®¢ ¤«¿

¯° ®¨§¢®«¼­®£ ® ­ ²³° «¼­®£ ® ·¨±«  n . ‘® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨©

¨­¢ °¨ ­² ®¯° ¥ ¤¥«¿¥ ²±¿ ±« ¥ ¤³¾¹¨¬ ® ¡° § ®¬. • ¬ ¡ ³ ¤¥ ²

³ ¤® ¡­® ° ± ±¬ ²°¨¢ ²¼ ¶¢¥ ²  ª ª ® ±² ²ª¨ ® ² ¤¥« ¥­¨¿ ­ 

n . • ³ ¤¥¬ £ ®¢®°¨²¼, ·² ® ° ±ª° ±ª  ¤¨ £° ¬¬» ³§«  ¨«¨

§ ¶¥¯« ¥­¨¿ ¯° ¢¨«¼­ ¿ , ¥ ±«¨ ­  ª ¦¤®¬ ¯¥° ¥ª° ¥ ±²ª ¥ ¢»-

¯®«­¿¥ ²±¿ ± ® ® ²­®¸¥­¨¥

b + c � 2 a (mo d n ) ;

(±¬. °¨±. 4.7); ½² ® ¢»° ¦¥­¨¥ ®§­  · ¥ ², ·² ® ·¨±«  b + c ¨

2 a ¤ ¾² ®¤¨­ ª ®¢»¥ ® ±² ²ª¨ ¯°¨ ¤¥« ¥­¨¨ ­  n . •° ®¢¥°¼² ¥

•¨±³­®ª 4.7
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± ¬® ±² ®¿² ¥«¼­®, ·² ® ¯°¨ n = 3 ¬» ¯®«³· ¥¬ ² ® ¦¥ ± ¬® ¥

®¯° ¥ ¤¥« ¥­¨¥ ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ± ®ª, ·² ® ¨ ° ­¼¸¥.

‘ ¯®¬®¹¼¾ °¨±. 4.8 « ¥£ª ® ¯° ®¢¥°¨²¼, ·² ® ª ®«¨·¥ ±²¢®

¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ± ®ª ³§«  (§ ¶¥¯« ¥­¨¿) ¿¢«¿¥ ²±¿ ¨­¢ °¨-

•¨±³­®ª 4.8

 ­² ®¬ ³§«  (§ ¶¥¯« ¥­¨¿). Ž¡° ²¨² ¥ ¢­¨¬ ­¨¥, ·² ® ¢ ±«³-

· ¥ n = 3 ² ª ® ¥ ¤®ª § ² ¥«¼±²¢® ¯° ®¹¥ ¯° ¥ ¤»¤³¹¥£ ®, ¯®-

² ®¬³ ·² ® ² ¥¯¥°¼ ­¥ ­³¦­® ° ± ±¬ -

²°¨¢ ²¼ ° §­»¥ ±«³· ¨.

• ±ª° ±ª¨ ¤¨ £° ¬¬» ³§«  ¢

²°¨ ¶¢¥ ²  ­¥ ¯®§¢®«¿¾² ¤®ª § ²¼,

·² ® ³§ ¥« ¢® ±¼¬¥°ª  ­¥ ° §¢¿§»¢ -

¥ ²±¿. •® ½² ® ¬® ¦­® ±¤¥« ²¼ ± ¯®-

¬®¹¼¾ ° ±ª° ± ®ª ¢ ¯¿²¼ ¶¢¥ ² ®¢.

•¨±. 4.9 ¯®ª §»¢ ¥ ², ·² ® ³ ¤¨ -

£° ¬¬» ³§«  ¢® ±¼¬¥°ª  ¥ ±²¼ ° §-

­®¶¢¥ ²­  ¿ ¯° ¢¨«¼­  ¿ ° ±ª° ±ª  ¢

¯¿²¼ ¶¢¥ ² ®¢, ¯®½² ®¬³ ³§ ¥« ¢® ±¼¬¥°-

ª  ­¥ ° §¢¿§»¢ ¥ ²±¿.

•¨±³­®ª 4.9
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•¥ ±« ® ¦­® ¯° ®¢¥°¨²¼, ·² ® ¢± ¥ ¯° ¢¨«¼­»¥ ° ±ª° ±ª¨

¤¨ £° ¬¬» ²°¨«¨±²­¨ª  ¢ ¯¿²¼ ¶¢¥ ² ®¢ ®¤­®¶¢¥ ²­»¥. •®-

½² ®¬³ ²°¨«¨±²­¨ª ¨ ¢® ±¼¬¥°ª  | ° §­»¥ ³§«», ².¥. ¨µ

­¥«¼§¿ ¯° ¥ ® ¡° § ®¢ ²¼ ¤°³£ ¢ ¤°³£ .



5

ƒ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬»

‚ ¯° ¥ ¤»¤³¹¨µ ¯ ° £° ´ µ ¬» · ±² ® ° ± ±¬ ²°¨¢ «¨ ´ ¨-

£³°» ¢ ¯° ® ±²° ­±²¢¥ ± ² ®·­® ±²¼¾ ¤® ¤¥ ´ ®°¬ ¶¨¨, ².¥. ¬»

­¥ ° §«¨· «¨ ´ ¨£³°», ª ® ² ®°»¥ ¬® ¦­® ¯° ®¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼

¤°³£ ¢ ¤°³£ . ’ ®¯®« ®£¨ ­ §»¢ ¾² ² ª¨¥ ´ ¨£³°» ¨§®²®¯-

­»¬¨ (¢ ¯° ® ±²° ­±²¢¥). • ¯°¨¬¥°, ³§«» ¨«¨ § ¶¥¯« ¥­¨¿,

ª ® ² ®°»¥ ¬® ¦­® ¯° ®¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ¤°³£ ¢ ¤°³£ , ­ §»¢ -

¾² ¨§ ® ² ®¯­»¬¨.

…¹¥ ¡ ®« ¥ ¥ ¢ ¦­® ¢ ² ®¯®« ®£¨¨ ¯®­¿²¨¥ £ ®¬¥ ®¬®°´­®-

±²¨ ´ ¨£³°. „¢¥ ´ ¨£³°» X ¨ Y ­ §»¢ ¾² £®¬¥®¬®°´­»-

¬¨ , ¥ ±«¨ ±³¹¥ ±²¢³¥ ² ­¥¯° ¥°»¢­® ¥ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­  ·­® ¥

® ² ® ¡° ¦¥­¨¥ f : X ! Y , ¯°¨·¥¬ ® ¡° ²­® ¥ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¥

f

� 1

: Y ! X ² ® ¦¥ ­¥¯° ¥°»¢­®. ƒ ®¬¥ ®¬®°´­® ±²¼ ´ ¨£³°, ¢

® ² «¨·¨¥ ® ² ¨§ ® ² ®¯­® ±²¨, § ¢¨±¨² «¨¸¼ ® ² ± ¬¨µ ´ ¨£³°,  

­¥ ® ² ¨µ ° ±¯®« ® ¦¥­¨¿ ¢ ¯° ® ±²° ­±²¢¥. • ¯°¨¬¥°, «¾¡ ®©

³§ ¥« £ ®¬¥ ®¬®°´ ¥­ ®ª°³¦­® ±²¨.

‚± ¥ ´ ¨£³°», ª ® ² ®°»¥ ¬® ¦­® ¯®«³·¨²¼ ¨§ ¯°¿¬®³£ ®«¼-

­®£ ® «¨±²  ¡ ³¬ £¨ ±ª« ¥©ª ®© ¨§ ® ¡° ¦¥­­»µ ­  °¨±. 5.1 ( )

±²° ¥« ®ª, ¯®¯ °­® £ ®¬¥ ®¬®°´­». •°¨¬¥° ¬¨ ² ª¨µ ´ ¨£³°

±«³¦ ² ¶¨«¨­¤° ¨ ¯¥° ¥ª°³·¥­­»© ¶¨«¨­¤° (°¨±. 5.1 (¡)).

•²¨ ´ ¨£³°» £ ®¬¥ ®¬®°´­», ­® ®­¨ ­¥ ¨§ ® ² ®¯­». ‚ ± ¬®¬

¤¥« ¥, ¨µ £° ­¨¶» ¯° ¥ ¤±² ¢«¿¾² ± ® ¡ ®© ¯®¯ °­® ­¥ ¨§ ® ² ®¯-

­»¥ § ¶¥¯« ¥­¨¿ (°¨±. 5.1 (¢)).
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( ) (¡) (¢)

•¨±³­®ª 5.1

…±«¨ ±² ®° ®­» ¯°¿¬®³£ ®«¼­¨ª  ±ª« ¥¨¢ ²¼ ¯®-¤°³£ ®¬³

(°¨±. 5.2 ( )), ² ® ¯®«³·¥­­»¥ ´ ¨£³°» ¡ ³ ¤³² £ ®¬¥ ®¬®°´­»

«¨±²³ Œ • ¥¡¨³ ± . •°¨¬¥°» ² ª¨µ ´ ¨£³° ¨§ ® ¡° ¦¥­» ­ 

°¨±. 5.2 (¡). •¨¦­¿¿ ´ ¨£³°  ¨§ ® ² ®¯­  ³¦¥ §­ ª ®¬®© ­ ¬

¯®¢¥° µ­® ±²¨, § ª« ¥¨¢ ¾¹¥© ²°¨«¨±²­¨ª (°¨±. 5.2 (¢)).

( ) (¡) (¢)

•¨±³­®ª 5.2

Ž¡ ±³ ¤¨¬ ¥¹¥ ­¥ª ® ² ®°»¥ ¯°¨¬¥°» £ ®¬¥ ®¬®°´­»µ ¨ ­¥-

£ ®¬¥ ®¬®°´­»µ ´ ¨£³°.

•°¨¬¥° 1. ˆ­² ¥°¢ « (® ²° ¥§ ®ª ± ¨±ª«¾·¥­­»¬¨ ª ®­¶ ¬¨)

¨ ¯°¿¬  ¿ £ ®¬¥ ®¬®°´­». ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, « ¥£ª ® ¯® ±²° ®¨²¼

£ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ ¨­² ¥°¢ «  ­  ¯®«³®ª°³¦­® ±²¼. ƒ ®¬¥ ®¬®°-

´ ¨§¬ ¯®«³®ª°³¦­® ±²¨ ­  ¯°¿¬³¾ ¨§ ® ¡° ¦¥­ ­  °¨±. 5.3.
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•¨±³­®ª 5.3

•°¨¬¥° 2. Š°³£ ± ¢»ª ®« ® ² ®© ² ®·ª ®© £ ®¬¥ ®¬®°´ ¥­ ª ®«¼¶³.

Œ® ¦­® ±·¨² ²¼, ·² ® ª°³£ ± ¢»ª ®« ® ² ®© ² ®·ª ®© ± ® ±² ®¨² ¨§

² ª¨µ ² ®·¥ª X , ·² ® 0 < AX < 1,   ª ®«¼¶® ± ® ±² ®¨² ¨§

² ª¨µ ² ®·¥ª Y , ·² ® 1 < AY < 2 ( A | ­¥ª ® ² ®°  ¿ ´ ¨ª ±¨-

° ®¢ ­­  ¿ ² ®·ª ). ƒ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ ª°³£  ­  ª ®«¼¶® ¬® ¦­®

§  ¤ ²¼ ±« ¥ ¤³¾¹¨¬ ® ¡° § ®¬. Ž² ® ¡° §¨¬ ² ®·ª ³ X ¢ ² ®·ª ³

Y , ª ® ² ®°  ¿ « ¥¦¨² ­  «³·¥ AX , ¯°¨·¥¬ AY = 1 + AX . Ž²-

¬¥ ²¨¬, ·² ® ¥ ±«¨ ¡» ² ®·ª  A ­¥ ¢»ª «»¢ « ±¼ ¨§ ª°³£ ,

² ® §  ¤ ²¼ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¥ ª°³£  ­  ª ®«¼¶® ² ª¨¬ ® ¡° § ®¬

­¥ ³ ¤ « ® ±¼ ¡».

Ž¤¨­ ¨§ ¯° ® ±² ¥©¸¨µ ±¯® ± ® ¡ ®¢ ¤®ª § ² ¥«¼±²¢  ­¥£ ®-

¬¥ ®¬®°´­® ±²¨ ´ ¨£³° § ª«¾· ¥ ²±¿ ¢ ¢»ª «»¢ ­¨¨ ² ®·ª¨.

•°¨¬¥° 3. Ž²° ¥§ ®ª I = [0 ; 1] ¨ ¨­² ¥°¢ « J = (0 ; 1) ­¥

£ ®¬¥ ®¬®°´­». •° ¥ ¤¯®« ® ¦¨¬, ·² ® f : I ! J | £ ®¬¥ ®-

¬®°´ ¨§¬. ’ ®·ª  1 ­¥ ° § ¡¨¢ ¥ ² ® ²° ¥§ ®ª I , ².¥. ¯® ±« ¥ ¥ ¥

¢»ª «»¢ ­¨¿ «¾¡»¥ ¤¢¥ ® ±² ¢¸¨¥ ±¿ ² ®·ª¨ ¬® ¦­® ¡ ³ ¤¥ ²

± ® ¥ ¤¨­¨²¼ ¯³² ¥¬. •°¨ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬¥ ½² ® ±¢®©±²¢® ± ®-

µ° ­¿¥ ²±¿. ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, ² ®·ª  f (1) ­¥ ° § ¡¨¢ ¥ ² ¨­² ¥°-

¢ « J . •® «¾¡  ¿ ² ®·ª  ¨­² ¥°¢ «  ° § ¡¨¢ ¥ ² ¥£ ®. •®«³·¥-

­® ¯° ® ²¨¢®° ¥·¨¥, ¯®½² ®¬³ ­¥ ±³¹¥ ±²¢³¥ ² £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ 

f : I ! J .

.

‡  ¤  ·  5.1. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ®ª°³¦­® ±²¼ ¨ ¨­² ¥°¢ « ­¥

£ ®¬¥ ®¬®°´­».

.

‡  ¤  ·  5.2. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ¯°¿¬  ¿ ­¥ £ ®¬¥ ®¬®°´­  ´ ¨-

£³° ¥, ± ® ±² ®¿¹¥© ¨§ ²° ¥ µ «³·¥©, ¢»µ ®¤¿¹¨µ ¨§ ®¤­®© ² ®·-

ª¨.
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„°³£ ®© ±¯® ± ® ¡ ¤®ª § ² ¥«¼±²¢  ­¥£ ®¬¥ ®¬®°´­® ±²¨ ´ ¨-

£³° ® ±­®¢ ­ ­  ² ®¬, ·² ® ¯°¨ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬¥ ± ® µ° ­¿¥ ²±¿

±¢®©±²¢® ±²¿£¨¢ ¥¬® ±²¨ ¢± ¥ µ ¯¥ ² ¥«¼.

•°¨¬¥° 4. Š°³£ ¨ ª ®«¼¶® ­¥ £ ®¬¥ ®¬®°´­». ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥,

¢ ª°³£ ¥ «¾¡  ¿ ¯¥ ² «¿ ±²¿£¨¢ ¥¬  (°¨±. 5.4 ( )),   ¢ ª ®«¼¶¥

¥ ±²¼ ­¥ ±²¿£¨¢ ¥¬  ¿ ¯¥ ² «¿ (°¨±. 5.4 (¡)).

( ) (¡)

•¨±³­®ª 5.4

Ž¡ ±³ ¤¨¬ ² ¥¯¥°¼, ­¥«¼§¿ «¨ § ¬¥­¨²¼ ³ ±« ®¢¨¥ ­¥¯° ¥-

°»¢­® ±²¨ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¿ f

� 1

ª ª¨¬-«¨¡ ® ¡ ®« ¥ ¥ ±« ¡»¬

³ ±« ®¢¨¥¬. • ¯°¨¬¥°, ­¥«¼§¿ «¨ ¢ ®¯° ¥ ¤¥« ¥­¨¨ £ ®¬¥ ®¬®°-

´ ¨§¬  ¯® ²° ¥ ¡ ®¢ ²¼ ¯° ® ±² ® ±³¹¥ ±²¢®¢ ­¨¿ ­¥¯° ¥°»¢­®-

£ ® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­  ·­®£ ® ® ² ® ¡° ¦¥­¨¿ f : X ! Y ¨«¨

¦¥ ®£° ­¨·¨²¼±¿ ²° ¥ ¡ ®¢ ­¨¥¬ ±³¹¥ ±²¢®¢ ­¨¿ ­¥¯° ¥°»¢-

­»µ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­  ·­»µ ® ² ® ¡° ¦¥­¨© f : X ! Y ¨

g : Y ! X . ‡  ¤  ·¨ 5.3 ¨ 5.4 ¯®ª §»¢ ¾², ·² ® ½²¨µ ³ ±« ®¢¨©

­¥ ¤® ±² ² ®·­®.

.

‡  ¤  ·  5.3. •³ ±²¼ I | ¯®«³¨­² ¥°¢ «, ².¥. ® ²° ¥§ ®ª, ®¤¨­

¨§ ª ®­¶®¢ ª ® ² ®° ®£ ® ¨±ª«¾·¥­. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ±³¹¥ ±²¢³¥ ²

­¥¯° ¥°»¢­® ¥ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­  ·­® ¥ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¥ f : I !

S , £ ¤¥ S | ®ª°³¦­® ±²¼.

.

‡  ¤  ·  5.4. •³ ±²¼ F

1

| ª°³£, F

2

| ª ®«¼¶®, ¯°¨·¥¬ ­¥ª ®-

² ®°»¥ £° ­¨·­»¥ ² ®·ª¨ ½²¨µ ´ ¨£³° ¢»ª ®« ® ²»,   ­¥ª ® ² ®-

°»¥ ® ±² ¢« ¥­» (¤«¿ ° ¥¸¥­¨¿ §  ¤  ·¨ ­³¦­®, ¢ · ±²­® ±²¨,

¯°¨¤³¬ ²¼, ª ª¨¥ ² ®·ª¨ ¢»ª ®« ® ²»,   ª ª¨¥ ® ±² ¢« ¥­»).
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„®ª ¦¨² ¥, ·² ® ±³¹¥ ±²¢³¾² ­¥¯° ¥°»¢­»¥ ¢§ ¨¬­® ®¤­®-

§­  ·­»¥ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¿ f : F

1

! F

2

¨ g : F

2

! F

1

.

Ž¡ ±³¦¤¥­¨¥ ¯®¢¥° µ­® ±² ¥©, § ª« ¥¨¢ ¾¹¨µ ³§«», ¬»

­  · «¨ ± ¤¢³µ ¯°¨¬¥° ®¢ § ª« ¥¨¢ ­¨¿ ²°¨«¨±²­¨ª 

(°¨±. 3.1). Š ª ¬» ³¦¥ ¢»¿±­¨«¨, ®¤­  ¨§ ¯®¢¥° µ­® ±² ¥©,

§ ª« ¥¨¢ ¾¹¨µ ²°¨«¨±²­¨ª, £ ®¬¥ ®¬®°´­  «¨±²³ Œ • ¥¡¨³ ± 

(°¨±. 5.2).

.

‡  ¤  ·  5.5. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ¤°³£  ¿ ¯®¢¥° µ­® ±²¼, § ª« ¥¨-

¢ ¾¹  ¿ ²°¨«¨±²­¨ª, £ ®¬¥ ®¬®°´­  (­® ­¥ ¨§ ® ² ®¯­ ) ²®°³

± ¢»° ¥§ ­­»¬ ¤¨±ª ®¬ (°¨±. 5.5).

•¨±³­®ª 5.5

’ ¥¯¥°¼ ¬» ® ¡ ±³ ¤¨¬ ¤¢  ¢ ¦­»µ ±¯® ± ® ¡  ¯® ±²° ® ¥­¨¿

£ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬®¢. “ ½²¨µ ±¯® ± ® ¡ ®¢ ¬­®£ ® ® ¡¹¥£ ®. ƒ ®¬¥ ®-

¬®°´ ¨§¬» ® ¡ ®¨µ ²¨¯®¢ ¡ ³ ¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ±ª°³·¨¢ ¾¹¨¬¨ .

•® ±²° ® ¥­¨¥ ±ª°³·¨¢ ¾¹¥£ ® £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬  ¯° ®¹¥

¢± ¥£ ® ®¯¨± ²¼ ¤«¿ ¶¨«¨­¤° , µ ® ²¿ ¤«¿ ­¥£ ® ½²  ª ®­±²°³ª-

¶¨¿ ­¥ ¤ ¥ ² ­¨·¥£ ® ¨­² ¥° ¥ ±­®£ ®, ².¥. ¯®«³·¥­­»© £ ®¬¥ ®-

¬®°´ ¨§¬ ¡ ³ ¤¥ ² ¨§ ® ² ®¯¨¥©. •®, ­ ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ² ®°   ­ « ®-

£¨·­  ¿ ª ®­±²°³ª¶¨¿ ¯°¨¢®¤¨² ³¦¥ ª ¢¥ ±¼¬  ¨­² ¥° ¥ ±­»¬

£ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ ¬.

•® ±²° ® ¥­¨¥ ±ª°³·¨¢ ¾¹¥£ ® £ ®¬®¬®°´ ¨§¬  ¤«¿ ¶¨«¨­-

¤°  ¨§ ® ¡° ¦¥­® ­  °¨±. 5.6 ( ). ‘­  · «  ¬» ¦¥ ±²ª ® § -

ª° ¥¯«¿¥¬ ® ±­®¢ ­¨¿ ¶¨«¨­¤° ,   ± ¬ ¶¨«¨­¤° ° §° ¥§ ¥¬

¯® ±° ¥ ¤¨­¥. ‡ ² ¥¬ ®¤¨­ ª° © ° §° ¥§  ² ® ¦¥ § ª° ¥¯«¿¥¬,  

¤°³£ ®© ª° © ­  ·¨­ ¥¬ ¯®¢®°  ·¨¢ ²¼ ¨ ¯®¢®°  ·¨¢ ¥¬ ¥£ ®

¤® ² ¥ µ ¯®°, ¯®ª  ­¥ ± ®¢¥°¸¨¬ ¯®«­»© ® ¡ ®° ® ² ­  360

�

. •®-

±« ¥ ½² ®£ ® ¶¨«¨­¤° ±ª« ¥¨¢ ¥¬ ±­®¢ . ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¯®«³·¨¬

¢§ ¨¬­® ®¤­®§­  ·­® ¥ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¥ ¶¨«¨­¤°  ¢ ¶¨«¨­¤°.
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•¥¯° ¥°»¢­® ±²¼ ¬®£ «  ¡» ­ °³¸¨²¼±¿ «¨¸¼ ¢ ² ®·ª µ ° §-

° ¥§ . •® ¬», ±¤¥« ¢ ¯®¢®° ® ² ­  360

�

, ¢®§¬® ¦­»© ° §°»¢

³ ±²° ­¨«¨.

( ) (¡)

•¨±³­®ª 5.6

„«¿ ¶¨«¨­¤°  ¯®«³·¥­­»© £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ ­¥ ®·¥­¼ ¨­-

² ¥° ¥ ± ¥­. •®  ­ « ®£¨·­»¬ ® ¡° § ®¬ ¬® ¦­® ¯® ±²° ®¨²¼ £ ®-

¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ ² ®° , ° ± ±¬® ²° ¥¢ · ±²¼ ² ®°  ª ª ¶¨«¨­¤°.

‚ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¯®«³·¨¬ ¢¥ ±¼¬  ¨­² ¥° ¥ ±­»© £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬

² ®°  (°¨±. 5.6 (¡)). ‘ ¯®¬®¹¼¾ ² ª ®£ ® ° ®¤  £ ®¬¥ ®¬®°-

´ ¨§¬®¢ ² ®°  ¬® ¦­® ¯¥° ¥¢¥ ±²¨ ­¥§  ³§« ¥­­³¾ ®ª°³¦­® ±²¼,

° ±¯®« ® ¦¥­­³¾ ­  ² ®° ¥, ¢ ²°¨«¨±²­¨ª (°¨±. 5.7). ‘­ -

· «  ²° ¥¬¿ ±ª°³·¨¢ ¾¹¨¬¨ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ ¬¨ ¬» ¯¥° ¥-

¢®¤¨¬ ½²³ ®ª°³¦­® ±²¼ ¢ ®ª°³¦­® ±²¼, ¨§ ® ¡° ¦¥­­³¾ ­ 

°¨±. 5.7 (¢). ‡ ¸²°¨µ ®¢ ­­  ¿ ­  ½² ®¬ °¨±³­ª ¥ · ±²¼ ² ®-

°  ¯° ¥ ¤±² ¢«¿¥ ² ± ® ¡ ®© ¶¨«¨­¤°. …±«¨ ¤«¿ ½² ®£ ® ¶¨«¨­¤° 

±¤¥« ²¼ ±ª°³·¨¢ ¾¹¨© £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬, ² ® ¨±µ ®¤­  ¿ ®ª°³-

¦­® ±²¼ ¯¥° ¥©¤¥ ² ¢ ª°¨¢³¾, ¨§ ® ¡° ¦¥­­³¾ ­  °¨±. 5.7 (£).

•® ±« ¥ ¤­¿¿ ª°¨¢  ¿ ¯° ¥ ¤±² ¢«¿¥ ² ± ® ¡ ®© ²°¨«¨±²­¨ª (±¬.

°¨±. 5.7 (¤) ¨ (¥)). ’  ª¨¬ ® ¡° § ®¬, ±ª°³·¨¢ ¾¹¨¥ £ ®¬¥ ®-

¬®°´ ¨§¬» ² ®°  ­¥ ±¢®¤¿²±¿ ª ¨§ ® ² ®¯¨¿¬.

.

‡  ¤  ·  5.6. •® ±²° ®©² ¥ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ ª° ¥­¤¥«¿, ¯¥° ¥¢®-

¤¿¹¨© ­¥§ ¶¥¯« ¥­­»¥ ®ª°³¦­® ±²¨ (°¨±. 5.8 ( )) ¢ § ¶¥¯-

« ¥­­»¥ ®ª°³¦­® ±²¨ (°¨±. 5.8 (¡)).

•  °¨±. 5.9 ¯®ª § ­®, ª ª ®ª°³¦­® ±²¼, ° §¤¥«¿¾¹³¾

ª° ¥­¤¥«¼ ¯®¯®« ¬, ¬® ¦­® ¯¥° ¥¢¥ ±²¨ ¢ ²°¨«¨±²­¨ª ± ¯®¬®-

¹¼¾ ±ª°³·¨¢ ¾¹¨µ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬®¢. •¥° ¥ µ ®¤ ® ² °¨±. (¡)

ª °¨±. (¢) ± ®¢¥°¸ ¥ ²±¿ ¯® ±° ¥ ¤±²¢®¬ ¨§ ® ² ®¯¨¨. •¥° ¥ µ ®¤ ® ²
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( ) (¡) (¢)

(£) (¤) (¥)

•¨±³­®ª 5.7

( ) (¡)

•¨±³­®ª 5.8

( ) (¡) (¢) (£) (¤)

•¨±³­®ª 5.9

( ) (¡) (¢) (£) (¤)

•¨±³­®ª 5.10
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°¨±. (¢) ª °¨±. (£)  ­ « ®£¨·¥­ ¯¥° ¥ µ ®¤³ ® ² °¨±. 5.7 (¡) ª

°¨±. 5.7 (¢). •¥° ¥¬¥¹  ¿ ­  °¨±. 5.9 (£) ² ®·ª¨ 1 ¨ 2, 3 ¨ 4

¯° ® ²¨¢ · ± ®¢®© ±²° ¥«ª¨, « ¥£ª ® ¯¥° ¥©²¨ ª °¨±. 5.9 (¤). …±«¨

®£° ­¨·¨²¼±¿ ®¤­®© ¯®« ®¢¨­®© ª° ¥­¤¥«¿, ² ® ¢ ° ¥§³«¼² ² ¥

¯®«³·¨¬ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ ¬¥¦¤³ ² ®° ®¬ ± ¢»° ¥§ ­­»¬ ¤¨±-

ª ®¬ ¨ ®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥° µ­® ±²¼¾, § ª« ¥¨¢ ¾¹¥© ²°¨-

«¨±²­¨ª.

’ °¨«¨±²­¨ª, ° ±¯®« ® ¦¥­­»© ­  ª° ¥­¤¥« ¥, ¬® ¦­® ² ª-

¦¥ ¯®«³·¨²¼ ¨§ ª°¨¢®©, ­¥ ° § ¡¨¢ ¾¹¥© ª° ¥­¤¥«¼ ­  · -

±²¨ (°¨±. 5.10). Ž²¬¥ ²¨¬, ·² ® ¯°¨ «¾¡ ®¬ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§-

¬¥ ª°¨¢  ¿, ­¥ ° § ¡¨¢ ¾¹  ¿ ª° ¥­¤¥«¼, ¯¥° ¥ µ ®¤¨² ¢ ª°¨-

¢³¾, ­¥ ° § ¡¨¢ ¾¹³¾ ª° ¥­¤¥«¼. •®½² ®¬³ ²°¨«¨±²­¨ª,

¨§ ® ¡° ¦¥­­»¥ ­  °¨±. 5.10 (¤), ­¥ ° § ¡¨¢ ¥ ² ª° ¥­¤¥«¼. •®-

¿±­¨¬ ¯° ®¶¥ ± ± ¯®«³·¥­¨¿ ²°¨«¨±²­¨ª . ‘­  · «  ¤¥« ¥¬

¤¢  ±ª°³·¨¢ ¾¹¨µ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬  (°¨±. (¡)). •¥° ¥ µ ®¤ ® ²

°¨±. (¡) ª °¨±. (¢) ¤¥« ¥ ²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ¨§ ® ² ®¯¨¨. —² ® ¡»

¯¥° ¥©²¨ ® ² °¨±. (¢) ª °¨±. (£), ­³¦­® ¢§¿²¼ ª° ¥­¤¥«¼ ¤¢³-

¬¿ °³ª ¬¨ ¢ ² ®·ª µ A ¨ B ¨ ° §¢¥°­³²¼ ¥£ ® ¢¥° µ­¾¾ ¨

­¨¦­¾¾ · ±²¨ ­  180

�

. „«¿ ¯¥° ¥ µ ®¤  ® ² °¨±. (£) ª °¨±. (¤)

¤¥« ¥¬ ±ª°³·¨¢ ¾¹¨© £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬.

•¨±³­®ª 5.11 •¨±³­®ª 5.12

Ž¡ ±³ ¤¨¬ ² ¥¯¥°¼ ¤°³£ ®© ²¨¯ ±ª°³·¨¢ ¾¹¨µ £ ®¬¥ ®¬®°-

´ ¨§¬®¢. •  °¨±. 5.11 ¨§ ® ¡° ¦¥­» ¤¨ £° ¬¬» ¤¢³µ ³§-

« ®¢, ° §«¨· ¾¹¨µ ±¿ «¨¸¼ ®¤­¨¬ ¯¥° ¥ª° ¥ ±²ª ®¬. Ž¤¨­ ¨§

½²¨µ ³§« ®¢ | ²°¨«¨±²­¨ª,   ¤°³£ ®© ³§ ¥« ¯° ¥ ¤±² ¢«¿¥ ²

± ® ¡ ®© ­¥§  ³§« ¥­­³¾ ®ª°³¦­® ±²¼. •° ¥ ¤¯®« ® ¦¨¬, ·² ® ¢± ¥

¯° ® ±²° ­±²¢® § ¯®«­¥­® ½« ±²¨·­»¬ ¬ ² ¥°¨ « ®¬. “ ¤ «¨¬

¨§ ½² ®£ ® ¯° ® ±²° ­±²¢  ­¥ª ® ² ®°»© ³§ ¥« Š . ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥



48 • £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿

¯®«³·¨¬ ´ ¨£³°³, ª ® ² ®°³¾ ® ¡ ®§­  ·¨¬ R

3

n K . …±«¨ K

1

¨

K

2

| ³§«», ¨§ ® ¡° ¦¥­­»¥ ­  °¨±. 5.11, ² ® ´ ¨£³°» R

3

n K

1

¨ R

3

n K

2

­¥ £ ®¬¥ ®¬®°´­». „®ª §»¢ ²¼ ½² ® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥

¬» ­¥ ¡ ³ ¤¥¬. • ± ¡ ³ ¤¥ ² ¨­² ¥° ¥ ± ®¢ ²¼ ¤°³£ ® ¥. Žª §»¢ ¥ ²-

±¿, ¥ ±«¨ ¯®¬¨¬® Š

1

¨ Š

2

¢»° ¥§ ²¼ ¥¹¥ ¯® ­¥§  ³§« ¥­­®©

®ª°³¦­® ±²¨, ² ® ¬® ¦­® ¯®«³·¨²¼ £ ®¬¥ ®¬®°´­»¥ ´ ¨£³°».

€ ¨¬¥­­®, ´ ¨£³°» R

3

n L

1

¨ R

3

n L

2

(°¨±. 5.12) £ ®¬¥ ®¬®°´-

­».

•° ¥¦¤¥ ·¥¬ ±²° ®¨²¼ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ ¬¥¦¤³ R

3

n L

1

¨

R

3

n L

2

, § ¬¥ ²¨¬, ·² ® ¢¬¥ ±² ® ª°¨¢®© ¬® ¦­® ¢»° ¥§ ²¼ ¥ ¥

­¥ª ® ² ®°³¾ ®ª° ¥ ±²­® ±²¼, ².¥. ¢¬¥ ±² ® ®ª°³¦­® ±²¨ ¬® ¦­®

¢»° ¥§ ²¼ ² ®°. •² ® ±¢¿§ ­® ± ² ¥¬, ·² ® ª°³£, ¨§ ª ® ² ®° ®£ ®

¢»ª ®« ® ²  ² ®·ª , £ ®¬¥ ®¬®°´ ¥­ ª ®«¼¶³, ¨§ ª ® ² ®° ®£ ® ³ ¤ « ¥-

­  ¢­³²° ¥­­¿¿ £° ­¨·­  ¿ ®ª°³¦­® ±²¼.

( ) (¡)

•¨±³­®ª 5.13

( ) (¡) (¢)

•¨±³­®ª 5.14

•°¨ ¯® ±²° ® ¥­¨¨ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬  ­ ± ¡ ³ ¤¥ ² ¨­² ¥° ¥ ± ®-

¢ ²¼ «¨¸¼ ® ¡« ±²¼, ¨§ ® ¡° ¦¥­­  ¿ ­  °¨±. 5.13 ( ). ’ ®·-

­¥ ¥ £ ®¢®°¿, £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ ¡ ³ ¤¥ ² § ²° £¨¢ ²¼ «¨¸¼ ¶¨-
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«¨­¤°, § ª«¾·¥­­»© À¢­³²°¨Á ² ®° ; ­  ± ¥·¥­¨¨ ² ®° 

(°¨±. 5.13 (¡)) ® ¡« ±²¼, ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹  ¿ ½² ®¬³ ¶¨«¨­¤°³,

§ ¸²°¨µ ®¢ ­ . • °¨±³¥¬ ½² ® ² ¶¨«¨­¤° ® ² ¤¥«¼­®, ³¢¥«¨-

·¨¢ ¤«¿ ­ £ «¿¤­® ±²¨ ¥£ ® ¢»± ® ²³ (°¨±. 5.14 ( )).

Š ® ±² «¼­®© · ±²¨ ° ± ±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ´ ¨£³°» R

3

n L

1

¯°¨¬»ª ¾² «¨¸¼ ® ±­®¢ ­¨¿ ¶¨«¨­¤° ; ¥£ ® ¡ ®ª ®¢  ¿ ¯®-

¢¥° µ­® ±²¼ ±¢® ¡ ®¤­ , ².¥. ®­  ­¥ ¯°¨¬»ª ¥ ² ª ® ±² «¼­®©

· ±²¨ ´ ¨£³°». • §° ¥¦¥¬ ° ± ±¬ ²°¨¢ ¥¬³¾ ´ ¨£³°³ ¯®

­¨¦­¥¬³ ® ±­®¢ ­¨¾ ¶¨«¨­¤° . †¥ ±²ª ® § ª° ¥¯¨¬ ¢¥° µ­¥ ¥

® ±­®¢ ­¨¥ ¶¨«¨­¤° ,   § ² ¥¬ ¯®¢¥°­¥¬ ¥£ ® ­¨¦­¥ ¥ ® ±­®-

¢ ­¨¥ ­  360

�

(°¨±. 5.14 (¡)) ¨ ±ª« ¥¨¬ ´ ¨£³°³ ±­®¢ . •® ±« ¥

½² ®£ ® ± ¯®¬®¹¼¾ ¨§ ® ² ®¯¨¨ ¬® ¦­® ¯¥° ¥©²¨ ® ² °¨±. 5.14 (¡)

ª °¨±. 5.14 (¢). ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¬» ¨§¬¥­¨«¨ ²¨¯ ¯¥° ¥ª° ¥ ±²-

ª , ².¥. ¯¥° ¥¸«¨ ® ² ´ ¨£³°» R

3

n L

1

ª ´ ¨£³° ¥ R

3

n L

2

.

Ž±² ¥ ²±¿ ¯° ®¢¥°¨²¼, ·² ® ¯®«³·¥­­® ¥ ¯° ¥ ® ¡° § ®¢ ­¨¥ |

£ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬. • ®ª ®¢  ¿ ¯®¢¥° µ­® ±²¼ ¶¨«¨­¤°  ­¥ £° ­¨-

·¨² ± ® ±² «¼­®© · ±²¼¾ ´ ¨£³°», ¯®½² ®¬³ ² ®·ª ¬¨ ° §-

°»¢  ¬®£³² ¡»²¼ «¨¸¼ ² ®·ª¨ ­¨¦­¥£ ® ® ±­®¢ ­¨¿. •® ¬»

³ ±²° ­¨«¨ ° §°»¢, ¯®¢¥°­³¢ ­¨¦­¥ ¥ ® ±­®¢ ­¨¥ ­  360

�

.

‡­  ·¨², ¬» ¤¥©±²¢¨² ¥«¼­® ¯® ±²° ®¨«¨ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬, ¯¥-

° ¥¢®¤¿¹¨© R

3

n L

1

¢ R

3

n L

2

.

‚¥°­¥¬±¿ ª ³§« ¬ K

i

¨ § ¶¥¯« ¥­¨¿¬ L

i

, ¨§ ® ¡° ¦¥­-

­»¬ ­  °¨±. 5.11 ¨ 5.12 ± ® ® ²¢¥ ²±²¢¥­­®. •³ ±²¼ T

1

¨ T

2

|

®ª°³¦­® ±²¨, ® µ¢ ²»¢ ¾¹¨¥ ¯¥° ¥ª° ¥ ±²ª¨ ³§« ®¢ K

1

¨ K

2

.

ˆ­»¬¨ ±« ®¢ ¬¨, § ¶¥¯« ¥­¨¥ L

i

¯° ¥ ¤±² ¢«¿¥ ² ± ® ¡ ®© ® ¡º-

¥ ¤¨­¥­¨¥ K

i

¨ T

i

. ” ª²¨·¥ ±ª¨ ¬» ¯® ±²° ®¨«¨ ­¥ ² ®«¼ª ®

£ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ f : R

3

n L

1

! R

3

n L

2

, ­® ¨ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬

g : R

3

n T

1

! R

3

n T

2

, ¯°¨ ª ® ² ®° ®¬ K

1

® ² ® ¡° ¦ ¥ ²±¿ ¢ K

2

.

’  ª¨¬ ® ¡° § ®¬, £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ f ¤®¯³ ±ª ¥ ² ¯° ®¤®«¦¥­¨¥

­  K

1

. ‚®§­¨ª ¥ ² ¦¥« ­¨¥ ¯®¯»² ²¼±¿ ¯° ®¤®«¦¨²¼ f ¨

­  ®ª°³¦­® ±²¼ T

1

, ².¥. ¯® ±²° ®¨²¼ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ h : R

3

!

R

3

, ¯¥° ¥¢®¤¿¹¨© L

1

¢ L

2

(±¨¬¢®« ®¬ R

3

¬» ® ¡ ®§­  ·¨«¨

¯° ® ±²° ­±²¢®, ¨§ ª ® ² ®° ®£ ® ­¨·¥£ ® ­¥ ¢»° ¥§ ­®). •° ® ±« ¥-

¤¨¬, ª ª ¢¥ ¤¥ ² ± ¥ ¡¿ ¯°¨ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬¥ f ®ª°³¦­® ±²¼ S ,

­  ¤¥ ²  ¿ ­  T

1

(°¨±. 5.15 ( ). …¥ ® ¡° § ¯°¨ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§-

¬¥ f ¨§ ® ¡° ¦¥­ ­  °¨±. 5.15 (¡). •² ® ² °¨±³­®ª ¯®ª §»-
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¢ ¥ ², ·² ® ¯° ®¤®«¦¨²¼ f

­  T

1

­¥ ³ ¤ ±²±¿. Ž²¬¥-

²¨¬, ·² ® ¥ ±«¨ ¡» ±³¹¥-

±²¢®¢ « £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬

h : R

3

! R

3

, ¯¥° ¥¢®¤¿-

¹¨© L

1

¢ L

2

, ² ®, ¢ · ±²-

­® ±²¨, ±³¹¥ ±²¢®¢ « ¡»

£ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ s : R

3

n

K

1

! R

3

n K

2

. ‚ ± ¬®¬

¤¥« ¥, ¢ ª  ·¥ ±²¢¥ s ¬® ¦-

­® ¡»« ® ¡» ¢§¿²¼ ®£° -

­¨·¥­¨¥ h ­  ¬­® ¦¥ ±²¢®

R

3

n K

1

.

( ) (¡)

•¨±³­®ª 5.15

.

‡  ¤  ·  5.7.  ) „®ª -

¦¨² ¥, ·² ® ´ ¨£³°», ¯®-

«³·¥­­»¥ ¨§ ¯° ® ±²° ­-

±²¢  R

3

³ ¤ « ¥­¨¥¬ § -

¶¥¯« ¥­¨©, ¨§ ® ¡° ¦¥­-

­»µ ­  °¨±. 5.16, £ ®¬¥ ®-

¬®°´­».

•¨±³­®ª 5.16

¡) „®ª ¦¨² ¥  ­ « ®£¨·­® ¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¤«¿ § ¶¥¯« ¥-

­¨©, ¨§ ® ¡° ¦¥­­»µ ­  °¨±. 5.17.

•¨±³­®ª 5.17

.

‡  ¤  ·  5.8. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® «¾¡ ®© ³§ ¥« ¬® ¦­® ° §¢¿§ ²¼,

¨§¬¥­¿¿ ²¨¯» ¥£ ® ¯¥° ¥ª° ¥ ±²ª ®¢.
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•¥¸¥­¨¿

I

5.1. ‹¾¡  ¿ ² ®·ª  ° § ¡¨¢ ¥ ² ¨­² ¥°¢ « ­  ¤¢¥ · ±²¨,  

®ª°³¦­® ±²¼ ­¨ª ª  ¿ ² ®·ª  ­¥ ° § ¡¨¢ ¥ ² ­  · ±²¨.

I

5.2. ’ ®·ª , ¨§ ª ® ² ®° ®© ¢»µ ®¤¿² «³·¨, ° § ¡¨¢ ¥ ² ® ¡° § ®-

¢ ­­³¾ ¨¬¨ ´ ¨£³°³ ­  ²°¨ · ±²¨.

I

5.3. ˆ§ ¯®«³¨­² ¥°¢ «  ¬® ¦­® ±ª« ¥¨²¼ ®ª°³¦­® ±²¼

(°¨±. 5.18).

•¨±³­®ª 5.18

I

5.4. •¥¸¥­¨¥ ¨§ ® ¡° ¦¥­® ­  °¨±. 5.19. •³­ª²¨°­  ¿ · ±²¼

£° ­¨¶ ´ ¨£³° ¨±ª«¾·¥­ . •¥¯° ¥°»¢­® ¥ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¥ ª ®«¼-

¶  (± ®¤­®© ² ®·ª ®© ­  ¢­³²° ¥­­¥¬ ª° ¥) ¢ ª°³£, ¨§ ® ¡° -

¦¥­­® ¥ ¢ ­¨¦­¥© · ±²¨ °¨±³­ª , ±²° ®¨²±¿ ² ®·­® ² ª ¦¥,

ª ª ¬» ±²° ®¨«¨ ¢ ¯°¨¬¥° ¥ 2 £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ ª ®«¼¶  ¢ ª°³£

± ¢»ª ®« ® ² ®© ² ®·ª ®©.

•¨±³­®ª 5.19
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I

5.5. • ± ±¬ ²°¨¢ ¥¬³¾ ¯®¢¥° µ­® ±²¼ ¬® ¦­® ¯®«³·¨²¼,

±ª« ¥¨¢ ±²° ¥«ª¨ ­  £° ­¨¶¥ ¤¢³µ ´ ¨£³°, ¨§ ® ¡° ¦¥­­»µ ­ 

°¨±. 5.20 ( ). ‘¤¥« ¥¬ ¨§ ® ² ®¯¨¾ ®¤­®© ¨§ ­¨µ,   ¤°³£³¾

® ²° §¨¬ ¢ ¯« ® ±ª ® ±²¨ ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¯°¿¬®© (°¨±. 5.20 (¡)).

• °» ±²° ¥« ®ª a ¨ c ² ¥¯¥°¼ ¬® ¦­® ±ª« ¥¨²¼,   ®¤­³ ¨§ ±²° ¥-

« ®ª b ¬® ¦­® ¯®¤¢¥ ±²¨ ¯® ¡«¨¦¥ ª ¤°³£ ®© ±²° ¥«ª ¥ ± ¯®¬®-

¹¼¾ ¨§ ® ² ®¯¨¨ (°¨±. 5.20 (¢)). ‘ª« ¥¨¢ ±²° ¥«ª¨ b , ¯®«³·¨¬

´ ¨£³°³, ª ® ² ®°³¾ ¬® ¦­® ¯° ®¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ¢ ² ®° ± ¢»° ¥-

§ ­­»¬ ¤¨±ª ®¬. (• ¯®¬­¨¬, ·² ® ½²  ¤¥ ´ ®°¬ ¶¨¿ ¨§ ® ¡° -

¦¥­  ­  °¨±. 1.8).

( ) (¡) (¢)

•¨±³­®ª 5.20

I

5.6. ’ ° ¥ ¡ ³¥¬»© £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ ¯®«³· ¥ ²±¿ ¨§ ±ª°³·¨¢ -

¾¹¥£ ® £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬  (°¨±. 5.21) ± ¯®¬®¹¼¾ ¨§ ® ² ®¯¨¨.

( ) (¡)

•¨±³­®ª 5.21 •¨±³­®ª 5.22

I

5.7. • ³ ¤¥¬ ¨±¯®«¼§ ®¢ ²¼ ®¤­³ ¨§ ³ ¤ « ¥­­»µ ª°¨¢»µ ¤«¿

² ®£ ®, ·² ® ¡» ¤¥« ²¼ ±ª°³·¨¢ ¾¹¨¥ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬».
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 ) ‘ ¯®¬®¹¼¾ ±ª°³·¨¢ ¾¹¥£ ® £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬  ¯¥° ¥ µ ®-

¤¨¬ ª °¨±. 5.22 ( ); ±ª°³·¨¢ ­¨¥ ¯°¨ ½² ®¬ ¤¥« ¥ ²±¿ ® ²­®-

±¨² ¥«¼­® ®ª°³¦­® ±²¨, ¨§ ® ¡° ¦¥­­®© ¯³­ª²¨° ®¬.

¡) ‘ª°³·¨¢ ¾¹¨© £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ ­³¦­® ¯°¨¬¥­¨²¼

¤¢ ¦¤». ‘­  · «  ¯®«³·¨¬ § ¶¥¯« ¥­¨¥, ¨§ ® ¡° ¦¥­­® ¥ ­ 

°¨±. 5.23 ( ). Ž­® ¨§ ® ² ®¯­® § ¶¥¯« ¥­¨¾, ¨§ ® ¡° ¦¥­­®¬³

­  °¨±. 5.23 (¡). ‘¤¥« ¢ ¥¹¥ ®¤¨­ ±ª°³·¨¢ ¾¹¨© £ ®¬¥ ®-

¬®°´ ¨§¬ ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ² ®© ¦¥ ± ¬®© ®ª°³¦­® ±²¨, ¯®«³-

·¨¬ ¤¢¥ ­¥§ ¶¥¯« ¥­­»¥ ®ª°³¦­® ±²¨ (°¨±. 5.23 (¢)).

( ) (¡) (¢)

•¨±³­®ª 5.23

I

5.8. • ± ±¬® ²°¨¬ ¤¨ £° ¬¬³ ¤ ­-

­®£ ® ³§«  K

1

. •³ ±²¼ l | ¯°¿¬  ¿,

« ¥¦ ¹  ¿ ¢ ¯« ® ±ª ® ±²¨ ¤¨ £° ¬¬» ¨

­¥ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹  ¿ ¤¨ £° ¬¬³. • ³-

¤¥¬ ¤¢¨£ ²¼ ¯°¿¬³¾ l ¯® ­ ¯° ¢« ¥-

­¨¾ ª ¤¨ £° ¬¬¥ ¤® ² ¥ µ ¯®°, ¯®ª 

®­  ­¥ ª ® ±­¥ ²±¿ ¤¨ £° ¬¬» ¢ ­¥-

ª ® ² ®° ®© ² ®·ª ¥ P (°¨±. 5.24). ‚®§¼-

¬¥¬ ¢ ¯° ® ±²° ­±²¢¥ ® ²° ¥§ ®ª AB ,

¯° ® ¥¶¨°³¾¹¨©±¿ ¢ ² ®·ª ³ P . Œ® ¦-

­® ±·¨² ²¼, ·² ® ² ®·ª  A « ¥¦¨² ¢»¸¥ ² ®·ª¨ B . • ± ±¬®-

²°¨¬ ²° ¥ª² ®°¨¾ ² ®·ª¨, ° ¢­®¬¥°­® ®¯³ ±ª ¾¹¥©±¿ ¨§ ² ®-

·ª¨ A ¢ ² ®·ª ³ B , ­® ­¥ ¢¥° ²¨ª «¼­®,   ² ª, ·² ® ¡» ¤¢¨-

£ ²¼±¿ ­  ¤ ² ®·ª ¬¨ ¤¨ £° ¬¬», ® ² «¨·­»¬¨ ® ² ² ®·ª¨ P .

•²  ²° ¥ª² ®°¨¿ ¢¬¥ ±² ¥ ± ® ²° ¥§ª ®¬ AB ± ® ±² ¢«¿¥ ² ­¥ª ®-

² ®°»© ³§ ¥« K

2

, ¯°¨·¥¬ ¥£ ® ¬® ¦­® ¯®«³·¨²¼ ¨§ ¨±µ ®¤­®£ ®

³§«  K

1

§ ¬¥­®© ²¨¯®¢ ¯¥° ¥ª° ¥ ±²ª ®¢. ‹¥£ª ® ¯° ®¢¥°¨²¼,

·² ® ª°¨¢  ¿ K

2

­¥§  ³§« ¥­ . ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, ¥ ¥ ¯° ® ¥ª¶¨¿ ­ 

¯« ® ±ª ® ±²¼, ¯¥°¯¥­¤¨ª ³«¿°­³¾ ¯°¿¬®© l , ­¥ ¨¬¥ ¥ ² ² ®·¥ª

± ¬®¯¥° ¥ ± ¥·¥­¨¿.

•¨±³­®ª 5.24



6

‚¥ª² ®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¯« ® ±ª ® ±²¨

•³ ±²¼ ¢ ª ¦¤®© ² ®·ª ¥ ¯« ® ±ª ® ±²¨ (¨«¨ · ±²¨ ¯« ® ±ª ® ±²¨)

§  ¤ ­ ¢¥ª² ®°, ¯°¨·¥¬ ª ® ®°¤¨­ ²» ¢¥ª² ®°  ­¥¯° ¥°»¢­®

§ ¢¨±¿² ® ² ² ®·ª¨ (°¨±. 6.1). ’ ®£ ¤  £ ®¢®°¿², ·² ® ­  ¯« ® ±ª ®-

±²¨ §  ¤ ­® ­¥¯°¥°»¢­®¥ ¢¥ª-

²®°­®¥ ¯®«¥ . ’ ®·ª ³, ¢ ª ® ² ®-

° ®© §  ¤ ­ ­³« ¥¢®© ¢¥ª² ®°, ­ -

§»¢ ¾² ®±®¡®© ² ®·ª ®© ¢¥ª-

² ®°­®£ ® ¯®«¿. Œ» ¡ ³ ¤¥¬ ° ±-

±¬ ²°¨¢ ²¼ «¨¸¼ ¢¥ª² ®°­»¥

¯®«¿ ± ª ®­¥·­»¬ ·¨±« ®¬ ® ± ®-

¡»µ ² ®·¥ª.

•¨±³­®ª 6.1

‘®¢¥°¸¨¬ ® ¡ µ ®¤ ¢®ª°³£ ® ± ® ¡ ®© ² ®·ª¨ ¯® ­¥ª ® ² ®° ®-

¬³ ­¥ ± ¬®¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹¥¬³ ±¿ ¯³²¨, ­¥ ± ®¤¥°¦ ¹¥¬³ ¢­³-

²°¨ ± ¥ ¡¿ ¤°³£¨µ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª. „«¿ ª ¦¤®© ² ®·ª¨, ·¥° ¥§

ª ® ² ®°³¾ ¬» ¯° ® µ ®¤¨¬, ° ± ±¬® ²°¨¬ ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨© ¥©

¢¥ª² ®° ¨ ¯¥° ¥­¥ ± ¥¬ ¥£ ® ¢ ­¥ª ® ² ®°³¾ ´ ¨ª ±¨° ®¢ ­­³¾ ² ®·-

ª ³. ‚ ¯° ®¶¥ ± ± ¥ ® ¡ µ ®¤  ®­ ¡ ³ ¤¥ ² ¢° ¹ ²¼±¿ ¢®ª°³£ ´ ¨ª-

±¨° ®¢ ­­®© ² ®·ª¨, ¢®§¬® ¦­®, ¬¥­¿¿ ¯°¨ ½² ®¬ ¤«¨­³. •®-

±¬® ²°¨¬, ±ª ®«¼ª ® ® ¡ ®° ® ² ®¢ ± ®¢¥°¸ ¥ ² ½² ® ² ¢¥ª² ®° ¯°¨

¯®«­®¬ ® ¡ µ ®¤¥ ¢®ª°³£ ® ± ® ¡ ®© ² ®·ª¨. Š ¦¤®¬³ ® ¡ ®° ® ²³

¢¥ª² ®°  ¯°¨¯¨¸¥¬ §­ ª ¯«¾±, ¥ ±«¨ ­ ¯° ¢« ¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿

¢¥ª² ®°  ± ®¢¯  ¤ ¥ ² ± ­ ¯° ¢« ¥­¨¥¬ ® ¡ µ ®¤ , ¨ §­ ª ¬¨­³ ±,

¥ ±«¨ ­ ¯° ¢« ¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ¢¥ª² ®°  ¯° ® ²¨¢®¯®« ® ¦­® ­ -

¯° ¢« ¥­¨¾ ® ¡ µ ®¤ . Ž¡¹¥ ¥ ª ®«¨·¥ ±²¢® ® ¡ ®° ® ² ®¢ ¢¥ª² ®°  ±
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³·¥ ² ®¬ §­ ª  (².¥. ° §­® ±²¼ ¬¥¦¤³ ª ®«¨·¥ ±²¢®¬ ¯®« ® ¦¨-

² ¥«¼­»µ ¨ ® ²°¨¶ ² ¥«¼­»µ ® ¡ ®° ® ² ®¢) ­ §»¢ ¾² ¨­¤¥ª±®¬

® ± ® ¡ ®© ² ®·ª¨.

ˆ­¤¥ª ± ­¥ § ¢¨±¨² ® ² ­ ¯° ¢« ¥­¨¿ ® ¡ µ ®¤ . •® ¯®ª 

­¥¯®­¿²­®, § ¢¨±¨² «¨ ®­ ® ² ¯³²¨ ® ¡ µ ®¤ . —³²¼ ¯®§¦¥ ¬»

¤®ª ¦¥¬, ·² ® ® ² ¯³²¨ ® ¡ µ ®¤  ¨­¤¥ª ± ­¥ § ¢¨±¨². € ¯®ª 

° § ¡ ¥° ¥¬ ­¥ ±ª ®«¼ª ® ¯°¨¬¥° ®¢.

( ) (¡) (¢)

•¨±³­®ª 6.2

• ± ±¬® ²°¨¬ ­  ¯« ® ±ª ® ±²¨ ¢¥ª² ®°­»¥ ¯®«¿ a , b ¨ c , £ ¤¥

a ( x; y ) = ( x; y ), b ( x; y ) = ( y ; � x ), c ( x; y ) = ( y ; x ) (°¨±. 6.2).

Š ¦¤® ¥ ¨§ ½²¨µ ¢¥ª² ®°­»µ ¯®« ¥© ¨¬¥ ¥ ² «¨¸¼ ®¤­³ ® ± ®-

¡ ³¾ ² ®·ª ³,   ¨¬¥­­®, ­  · « ® ª ® ®°¤¨­ ². •³ ±²¼ ' | ³£ ®«

¯®¢®° ® ²  ® ² ® ±¨ O x ¤® ¢¥ª² ®°  ( x; y ); � , � ¨ 
 | ³£ «»

¯®¢®° ® ² ®¢ ® ² ® ±¨ O x ¤® ¢¥ª² ®° ®¢ a , b ¨ c ± ® ® ²¢¥ ²±²¢¥­­®.

“ £ «» � , � ¨ 
 § ¢¨±¿² «¨¸¼ ® ² ' . •°¨ ½² ®¬ � ( ' ) = ' ,

� ( ' ) = ' � 90

�

, 
 ( ' ) = 90

�

� ' . •°¨ ® ¡ µ ®¤¥ ¢®ª°³£ ­  · -

«  ª ® ®°¤¨­ ² ¯® ®ª°³¦­® ±²¨ x

2

+ y

2

= 1 ³£ «» � , � ¨ 


¨§¬¥­¿¾²±¿ ­  360

�

. • ¯° ¢« ¥­¨¥ ¨§¬¥­¥­¨¿ ³£ « ®¢ � ¨ �

± ®¢¯  ¤ ¾² ± ­ ¯° ¢« ¥­¨¥¬ ¨§¬¥­¥­¨¿ ³£ «  ' ,   ­ ¯° ¢« ¥-

­¨¥ ¨§¬¥­¥­¨¿ ³£ «  
 ¯° ® ²¨¢®¯®« ® ¦­® ¥¬³. ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼-

­®, ¤«¿ ¢¥ª² ®°­»µ ¯®« ¥© a ¨ b ¨­¤¥ª ± ­  · «  ª ® ®°¤¨­ ²

° ¢¥­ 1,   ¤«¿ ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ c ¨­¤¥ª ± ­  · «  ª ® ®°¤¨­ ²

° ¢¥­ � 1.

‚¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ ³ ¤® ¡­® ¯° ¥ ¤±² ¢«¿²¼ ± ¥ ¡ ¥ ª ª ¯®« ¥

±ª ®° ® ±² ¥©, ®¯¨±»¢ ¾¹¥ ¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ¢± ¥ µ ² ®·¥ª ¯« ® ±ª ® ±²¨.

ˆ­»¬¨ ±« ®¢ ¬¨, ª ¦¤  ¿ ² ®·ª  ¯« ® ±ª ® ±²¨ ¤¢¨¦¥ ²±¿ ¯® ­¥-

ª ® ² ®° ®© ²° ¥ª² ®°¨¨,   ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ ± ® ±² ®¨² ¨§ ¢¥ª² ®-
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° ®¢ ±ª ®° ® ±² ¥© ¤¢¨¦¥­¨¿ ½²¨µ ² ®·¥ª. •°¨ ½² ®¬ ±ª ®° ® ±²¼

¤¢¨¦¥­¨¿ ² ®·ª¨ ¯®«­® ±²¼¾ ®¯° ¥ ¤¥«¿¥ ²±¿ ¥ ¥ ¬¥ ±² ®¯®« ® ¦¥-

­¨¥¬, ².¥. ¯®« ¥ ±ª ®° ® ±² ¥© ­¥ § ¢¨±¨² ® ² ¢° ¥¬¥­¨.

.

‡  ¤  ·  6.1. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ¢ ±«³· ¥ ¢¥ª² ®°­»µ ¯®« ¥© a ,

b ¨ c ²° ¥ª² ®°¨¿¬¨ ¤¢¨¦¥­¨¿ ² ®·¥ª, ® ² «¨·­»µ ® ² ­  · -

«  ª ® ®°¤¨­ ², ¡ ³ ¤³² ± ® ® ²¢¥ ²±²¢¥­­® «³·¨, ®ª°³¦­® ±²¨ ¨

¢¥ ²¢¨ £¨¯¥° ¡ ®«.

.

‡  ¤  ·  6.2. • ©¤¨² ¥ ¨­¤¥ª ±» ¢¥ª² ®°­»µ ¯®« ¥©, ²° ¥ª-

² ®°¨¨ ª ® ² ®°»µ ¨§ ® ¡° ¦¥­» ­  °¨±. 6.3.

( ) (¡) (¢)

•¨±³­®ª 6.3

.

‡  ¤  ·  6.3. ‘³¹¥ ±²¢³¥ ² «¨ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ ± ²° ¥ª² ®°¨-

¿¬¨, ¨§ ® ¡° ¦¥­­»¬¨ ­  °¨±. 6.4?

•¨±³­®ª 6.4 •¨±³­®ª 6.5

• ¯®¬­¨¬, ·² ® ª®¬¯«¥ª±­®© ¯«®±ª®±²¼¾ ­ §»¢ ¾²

¬­® ¦¥ ±²¢® ² ®·¥ª ¯« ® ±ª ® ±²¨, ® ² ® ¦¤¥ ±²¢« ¥­­® ¥ ± ¬­® ¦¥-
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±²¢®¬ ª ®¬¯« ¥ª ±­»µ ·¨± ¥«. ’ ®·ª  ± ª ® ®°¤¨­ ² ¬¨ ( x; y )

® ² ® ¦¤¥ ±²¢«¿¥ ²±¿ ¯°¨ ½² ®¬ ± ·¨±« ®¬ x + iy .

.

‡  ¤  ·  6.4. • ± ±¬® ²°¨¬ ­  ª ®¬¯« ¥ª ±­®© ¯« ® ±ª ® ±²¨ ¢¥ª-

² ®°­® ¥ ¯®« ¥ v ( z ) =

z

n

j z j

n � 1

¯°¨ z 6= 0, v (0) = 0. • ©¤¨² ¥

¨­¤¥ª ±» ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ² ª¨µ ¢¥ª² ®°­»µ ¯®« ¥© ¤«¿ ¢± ¥ µ

¶¥«»µ n ¨ ­ °¨±³©² ¥ ¨µ ²° ¥ª² ®°¨¨.

.

‡  ¤  ·  6.5. • § ®¢¥¬ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ v ·¥ ²­»¬, ¥ ±«¨

v ( x ) = v ( � x ), ¨ ­¥·¥ ²­»¬, ¥ ±«¨ v ( x ) = � v ( � x ). „®ª -

¦¨² ¥, ·² ® ¨­¤¥ª ± ² ®·ª¨ O ¤«¿ ·¥ ²­®£ ® ¯®«¿ ·¥ ² ¥­,   ¤«¿

­¥·¥ ²­®£ ® ¯®«¿ ­¥·¥ ² ¥­.

.

‡  ¤  ·  6.6. ‚ ª ¦¤®© ² ®·ª ¥ X ­¥ª ® ² ®° ®© ®ª°³¦­® ±²¨

§  ¤ ­ ¢¥ª² ®° v ( X ), ­¥¯° ¥°»¢­® § ¢¨±¿¹¨© ® ² X . •°¿¬  ¿,

± ®¤¥°¦ ¹  ¿ ½² ® ² ¢¥ª² ®°, ¯¥° ¥ ± ¥ª ¥ ² ®ª°³¦­® ±²¼ ¢ ² ®·-

ª µ X ¨ Y (°¨±. 6.5). •°¨ ¯®«­®¬ ® ¡ µ ®¤¥ ®ª°³¦­® ±²¨ ¢¥ª-

² ®° v ¤¥« ¥ ² n ® ¡ ®° ® ² ®¢. ‘ª ®«¼ª ® ® ¡ ®° ® ² ®¢ ¤¥« ¥ ² ¯°¨

½² ®¬ ¢¥ª² ®° w =

� � !

O Y , £ ¤¥ O | ¶¥­²° ®ª°³¦­® ±²¨?

„®ª ¦¥¬ ² ¥¯¥°¼, ·² ® ¨­¤¥ª ± ® ± ® ¡ ®© ² ®·ª¨ ­¥ § ¢¨±¨²

® ² ¯³²¨ ® ¡ µ ®¤ . ˆ­¤¥ª ± | ¶¥« ® ¥ ·¨±« ®, ¯®½² ®¬³ ®­ ¬® ¦¥ ²

¨§¬¥­¿²¼±¿ «¨¸¼ ±ª  ·ª ®¬, ­¥ ¬¥­¥ ¥ ·¥¬ ­  1; ¨§¬¥­¿²¼±¿

­¥¯° ¥°»¢­® ¨­¤¥ª ± ­¥ ¬® ¦¥ ². •°¨ ­¥¯° ¥°»¢­®¬ ¨§¬¥­¥-

­¨¨ ¯³²¨ ® ¡ µ ®¤  ±ª  ·®ª ¨­¤¥ª ±  ¬® ¦¥ ² ¯° ®¨§ ®©²¨ «¨¸¼

¢ ² ®¬ ±«³· ¥, ª ®£ ¤  ¯³²¼ ¯° ® µ ®¤¨² ·¥° ¥§ ® ± ® ¡ ³¾ ² ®·ª ³.

•® ¬» ° ± ±¬ ²°¨¢ ¥¬ «¨¸¼ ¯³²¨, ª ® ² ®°»¥ ± ®¤¥°¦ ² ¢­³-

²°¨ ° ®¢­® ®¤­³ ® ± ® ¡ ³¾ ² ®·ª ³ ¨ ­¥ ¯° ® µ ®¤¿² ·¥° ¥§ ® ± ® ¡»¥

² ®·ª¨. ‹¾¡»¥ ¤¢  ² ª¨µ ¯³²¨, ± ®¤¥°¦ ¹¨µ ®¤­³ ¨ ²³ ¦¥

® ± ® ¡ ³¾ ² ®·ª ³, ¬® ¦­® ¯° ®¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ¤°³£ ¢ ¤°³£ , ­¥

§  ¤¥¢  ¿ ¯°¨ ½² ®¬ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª.

.

‡  ¤  ·  6.7. ‡ ¬ª­³²  ¿ ± ¬®¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹  ¿±¿ ª°¨¢  ¿ ° §-

¡¨¢ ¥ ² ¯« ® ±ª ® ±²¼ ­  ­¥ ±ª ®«¼ª ® ® ¡« ±² ¥© (°¨±. 6.6). ‚ ª -

¦¤®© ® ¡« ±²¨ ¬® ¦­® ¢»¡° ²¼ ­¥ª ® ² ®°³¾ ² ®·ª ³ O ¨ ± ®¯®-
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±² ¢¨²¼ ® ¡« ±²¨ ·¨±« ®

® ¡ ®° ® ² ®¢ ¢¥ª² ®° 

� � !

O X ¯°¨

® ¡ µ ®¤¥ ª°¨¢®©. „®ª ¦¨² ¥,

·² ® ¥ ±«¨ ¤¢¥ ® ¡« ±²¨ ¨¬¥-

¾² ® ¡¹³¾ £° ­¨¶³, ² ® ± ®-

® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬ ·¨±« 

® ² «¨· ¾²±¿ ­  1.

•¨±³­®ª 6.6

•³ ±²¼ § ¬ª­³²  ¿ ­¥ ± ¬®¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹  ¿±¿ ª°¨¢  ¿ 
 ­¥

¯° ® µ ®¤¨² ·¥° ¥§ ® ± ® ¡»¥ ² ®·ª¨ ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ v . ’ ®£ ¤ 

¬® ¦­® ®¯° ¥ ¤¥«¨²¼ ¨­¤¥ª± ½² ®© ª°¨¢®© ª ª ·¨±« ® ® ¡ ®° ®-

² ®¢ ¢¥ª² ®°  v ( X ) ¯°¨ ® ¡ µ ®¤¥ ª°¨¢®© 
 . Ž¡ ®° ® ²» ¢¥ª² ®° 

±·¨² ¾²±¿ ¯®« ® ¦¨² ¥«¼­»¬¨, ¥ ±«¨ ¨µ ­ ¯° ¢« ¥­¨¥ ± ®¢¯ -

¤ ¥ ² ± ­ ¯° ¢« ¥­¨¥¬ ® ¡ µ ®¤  ª°¨¢®©.

’ ¥ ®° ¥¬  6.1. ˆ­¤¥ª± ª°¨¢®© 
 ° ¢¥­ ±³¬¬¥ ¨­¤¥ª±®¢

®±®¡»µ ²®·¥ª, § ª«¾·¥­­»µ ¢­³²°¨ ¥¥.

„®ª § ²¥«¼±²¢®. ‚»¡ ¥° ¥¬ ¢ ª  ·¥ ±²¢¥ ® ±¨ O x ¯°¿¬³¾,

­¥ ¯¥°¯¥­¤¨ª ³«¿°­³¾ ­¨ ®¤­®© ¨§ ¯°¿¬»µ, ± ® ¥ ¤¨­¿¾¹¨µ

¯ °» ¤ ­­»µ ² ®·¥ª, ¨ ± ® ¥ ¤¨­¨¬ ° ± ±¬ ²°¨¢ ¥¬»¥ ® ± ® ¡»¥

² ®·ª¨ ¢ ¯®°¿¤ª ¥ ¢®§° ±² ­¨¿ ª ® ®°¤¨­ ²» x (°¨±. 6.7).

•¨±³­®ª 6.7

Š°¨¢  ¿ 
 ¨§ ® ² ®¯­  ª°¨¢®© 


1

, ¡«¨§ª ®© ª ¯®«³·¥­­®©

« ®¬ ­®© (­  °¨±. 6.7 § ¸²°¨µ ®¢ ­  ® ¡« ±²¼, ± ®¤¥°¦ ¹  ¿-

±¿ ¢­³²°¨ 


1

). ‚ ¯° ®¶¥ ± ± ¥ ¨§ ® ² ®¯¨¨ ® ² 
 ª 


1

ª°¨¢»¥ ­¥

¯° ® µ ®¤¿² ·¥° ¥§ ® ± ® ¡»¥ ² ®·ª¨, ¯®½² ®¬³ ¨­¤¥ª ±» ª°¨¢»µ 
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¨ 


1

° ¢­». Š°¨¢  ¿ 


1

± ® ±² ®¨² ¨§ ¤³£ ®ª°³¦­® ±² ¥© ± ¶¥­-

²° ¬¨ ¢ ® ± ® ¡»µ ² ®·ª µ ¨ ® ²° ¥§ª ®¢, ¡«¨§ª¨µ ª ® ²° ¥§ª ¬,

± ® ¥ ¤¨­¿¾¹¨¬ ® ± ® ¡»¥ ² ®·ª¨. …±«¨ ¯° ®©²¨ ¯® ® ²° ¥§ª ³ AB

±­  · «  ® ² A ª B ,   § ² ¥¬ ® ² B ª A , ² ® ¢ ® ¡ ®¨µ ±«³-

·  ¿µ  ¡ ± ®«¾²­»¥ ¢¥«¨·¨­» ³£ « ®¢ ¯®¢®° ® ²  ¢¥ª² ®°  v ( X )

¡ ³ ¤³² ° ¢­», ­® ­ ¯° ¢« ¥­¨¿ ³£ « ®¢ ¯®¢®° ® ²  ¡ ³ ¤³² ¯° ®-

²¨¢®¯®« ® ¦­». ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, · ±²¨ ª°¨¢®© 


1

, ¡«¨§ª¨¥ ª

® ²° ¥§ª ¬, ¤ ¾² ­³« ¥¢®© ¢ª«  ¤ ¢ ¨­¤¥ª ±, ² ª ª ª ®­¨ ¯° ®-

µ ®¤¿²±¿ ¢ ¯° ® ²¨¢®¯®« ® ¦­»µ ­ ¯° ¢« ¥­¨¿µ. ‚ ¨² ®£ ¥ ¢ª«  ¤

¢ ¨­¤¥ª ± ª°¨¢®© 


1

¤ ¾² «¨¸¼ ® ± ® ¡»¥ ² ®·ª¨.

‚® ¢± ¥ µ ½²¨µ ° ± ±³¦¤¥­¨¿µ ¬» ¯° ¥ ¤¯®« £ ¥¬, ·² ® ª°¨-

¢  ¿ 


1

¤® ±² ² ®·­® ¡«¨§ª  ª ° ± ±¬ ²°¨¢ ¥¬®© « ®¬ ­®©.

‘« ¥ ¤±²¢¨¥. …±«¨ ¨­¤¥ª± § ¬ª­³²®© ­¥± ¬®¯¥°¥±¥ª ¾-

¹¥©±¿ ª°¨¢®© ®²«¨·¥­ ®² ­³«¿, ²® ¢­³²°¨ ¥¥ ¥±²¼ ¯®

ª° ©­¥© ¬¥°¥ ®¤­  ®±®¡ ¿ ²®·ª .

ˆ¬¥­­® ± ® ±« ¥ ¤±²¢¨¥¬ ² ¥ ®° ¥¬» 6.1 ±¢¿§ ­» ­ ¨¡ ®« ¥ ¥

¢ ¦­»¥ ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ¨­¤¥ª ±  ® ± ® ¡ ®© ² ®·ª¨. •°¨¢¥ ¤¥¬ ²°¨

¯°¨¬¥°  ¨±¯®«¼§ ®¢ ­¨¿ ½² ®£ ® ±« ¥ ¤±²¢¨¿ (² ¥ ®° ¥¬» 6.2{

6.4).

’ ¥ ®° ¥¬  6.2. •³±²¼ f | ­¥¯°¥°»¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥

ª°³£  D

2

¢ ¯«®±ª®±²¼, ¯°¨·¥¬ ª ¦¤ ¿ ²®·ª  £° ­¨·­®©

®ª°³¦­®±²¨ S

1

®²®¡° ¦ ¥²±¿ ± ¬  ¢ ±¥¡¿. ’®£¤  ­¥ª®-

²®° ¿ ²®·ª  ª°³£  D

2

®²®¡° ¦ ¥²±¿ ¢ ¥£® ¶¥­²°.

„®ª § ²¥«¼±²¢®. • ± ±¬® ²°¨¬ ­  D

2

¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥

v ( X ) =

� � � � !

O f ( X ) ;

£ ¤¥ O | ¶¥­²° ª°³£  (°¨±. 6.8). •  ®ª°³¦­® ±²¨ S

1

¯®«³-

·¨¬ ¯°¨ ½² ®¬ ² ª ® ¥ ¦¥ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥, ª ª ® ¥ ¨§ ® ¡° ¦¥-

­® ­  °¨±. 6.2 ( ). ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, ¨­¤¥ª ± ª°¨¢®© S

1

° ¢¥­

1,   §­  ·¨², ¢­³²°¨ S

1

¥ ±²¼ ® ± ® ¡  ¿ ² ®·ª  X

0

. • ¢¥­±²¢®

v ( X

0

) = 0 ½ª¢¨¢ « ¥­²­® ² ®¬³, ·² ® f ( X

0

) = O , ².¥. ² ®·ª 

X

0

® ² ® ¡° ¦ ¥ ²±¿ ¢ ¶¥­²° ª°³£ .
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•¨±³­®ª 6.8 •¨±³­®ª 6.9

’ ¥ ®° ¥¬  6.3. •³±²¼ f | ­¥¯°¥°»¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥

ª°³£  D

2

¢ ±¥¡¿. ’®£¤  f ( X

0

) = X

0

¤«¿ ­¥ª®²®°®© ²®·ª¨

X

0

, ².¥. f ¨¬¥¥² ­¥¯®¤¢¨¦­³¾ ²®·ª³ X

0

.

„®ª § ²¥«¼±²¢®. • ± ±¬® ²°¨¬ ­  ª°³£ ¥ D

2

¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®-

« ¥ w ( X ) =

� � � � !

X f ( X ) . •° ¥ ¤¯®« ® ¦¨¬, ·² ® ³ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¿ f

­¥ ² ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª, ².¥. ³ ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ w ­¥ ² ® ± ®-

¡»µ ² ®·¥ª. •  £° ­¨·­®© ®ª°³¦­® ±²¨ ¬® ¦­® ² ª¦¥ ° ±-

±¬® ²° ¥ ²¼ ¢¥ª² ®°­»¥ ¯®«¿ v ¨ v

t

(0 6 t 6 1), ¯® ±²° ® ¥­¨¥

ª ® ² ®°»µ ¢¨¤­® ¨§ °¨±. 6.9: ² ®·ª  X

0

¤¨ ¬¥ ²° «¼­® ¯° ® ²¨-

¢®¯®« ® ¦­  ² ®·ª ¥ X ,   ² ®·ª  X

0

t

¤¥«¨² ® ²° ¥§ ®ª f ( X ) X

0

¢

® ²­®¸¥­¨¨ f ( X ) X

0

t

: X

0

t

X = t : (1 � t ). • ³ ¤¥¬ ±·¨² ²¼,

·² ® X

0

0

= f ( X ) ¨ X

0

1

= X

0

. ‚± ¥ ¢¥ª² ®°» v

t

­¥­³« ¥¢»¥,

¯®½² ®¬³ ¬® ¦­® ° ± ±¬® ²° ¥ ²¼ ·¨±« ® n ( t ) | ¨­¤¥ª ± £° -

­¨·­®© ®ª°³¦­® ±²¨ ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ v ( t ).

—¨±« ® n ( t ) ¶¥« ® ¥ ¨ ®­® ­¥¯° ¥°»¢­® § ¢¨±¨² ® ² t . ‘« ¥ ¤®¢ -

² ¥«¼­®, n (0) = n (1) = 1. •® ½² ® ®§­  · ¥ ², ·² ® ¢¥ª² ®°­® ¥

¯®« ¥ w ¨¬¥ ¥ ² ® ± ® ¡ ³¾ ² ®·ª ³. •®«³·¥­® ¯° ® ²¨¢®° ¥·¨¥.

•® µ ®¤³ ¤®ª § ² ¥«¼±²¢  ² ¥ ®° ¥¬» 6.3 ¬» ´ ª²¨·¥ ±ª¨

¤®ª § «¨ ±« ¥ ¤³¾¹¥ ¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥, ª ® ² ®°»¬ ­ ¬ ¥¹¥ ¯°¨-

¤¥ ²±¿ ¢® ±¯®«¼§ ®¢ ²¼±¿ ¢ ¤ «¼­¥©¸¥¬.

‹¥¬¬  6.1. •³±²¼ ­  § ¬ª­³²®© ­¥± ¬®¯¥°¥±¥ª ¾¹¥©-

±¿ ª°¨¢®© § ¤ ­» ¢¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ v ¨ w , ¯°¨·¥¬ ¢ «¾-

¡®© ²®·ª¥ X ¢¥ª²®°» v ( X ) ¨ w ( X ) ­¥ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»
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¯® ­ ¯° ¢«¥­¨¾. ’®£¤  ¨­¤¥ª±» ª°¨¢®© 
 ®²­®±¨²¥«¼­®

½²¨µ ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥© ° ¢­».

„®ª § ²¥«¼±²¢®. Ž¡° ²¨¬±¿ ª °¨±. 6.9. ‚¥ª² ®° v

t

¬® ¦¥ ²

¡»²¼ ­³« ¥¢»¬ «¨¸¼ ¢ ² ®¬ ±«³· ¥, ª ®£ ¤  ¢¥ª² ®°» v ¨ w

¯° ® ²¨¢®¯®« ® ¦­» ¯® ­ ¯° ¢« ¥­¨¾.

’ ¥ ®° ¥¬  6.4 (Ž±­®¢­  ¿ ² ¥ ®° ¥¬   «£ ¥ ¡°»). ‹¾¡®©

¬­®£®·«¥­ P ( z ) = z

n

+ a

1

z

n � 1

+ � � � + a

n

± ª®¬¯«¥ª±­»¬¨

ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ¨¬¥¥² ¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥ ®¤¨­ ª®¬¯«¥ª±-

­»© ª®°¥­¼.

„®ª § ²¥«¼±²¢®. • ± ±¬® ²°¨¬ ­  ª ®¬¯« ¥ª ±­®© ¯« ® ±ª ® ±²¨

¢¥ª² ®°­»¥ ¯®«¿ v ( z ) = z

n

¨ w ( z ) = P ( z ). „®ª ¦¥¬ ±­  · -

« , ·² ® ¯°¨ ¤® ±² ² ®·­® ¡ ®«¼¸¨µ R ¤«¿ ¢± ¥ µ ² ®·¥ª ®ª°³¦-

­® ±²¨, §  ¤ ­­®© ³° ¢­¥­¨¥¬ j z j = R , ¢»¯®«­¿¥ ²±¿ ­¥° -

¢¥­±²¢® j w ( z ) � v ( z ) j < j v ( z ) j . •³ ±²¼ a | ­ ¨¡ ®«¼¸¥ ¥ ¨§

·¨± ¥« j a

1

j ; : : : ; j a

n

j . ’ ®£ ¤ 

j w ( z ) � v ( z ) j = j a

1

z

n � 1

+ � � � + a

n

j 6

6 j a

1

j R

n � 1

+ � � � + j a

n

j 6 naR

n � 1

¯°¨ R > 1. ’  ª ª ª j v ( z ) j = R

n

, ² ® j w � v j < j v j ¯°¨

R > na + 1.

ˆ§ ­¥° ¢¥­±²¢  j w � v j < v ±« ¥ ¤³¥ ², ·² ® ¢¥ª² ®°» v ¨

w ­¥ ¬®£³² ¡»²¼ ¯° ® ²¨¢®¯®« ® ¦­® ­ ¯° ¢« ¥­». •®½² ®¬³

¨­¤¥ª ± ®ª°³¦­® ±²¨ j z j = R ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¯®«¿ w ° ¢¥­

¥ ¥ ¨­¤¥ª ±³ ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¯®«¿ v . •® ±« ¥ ¤­¨© ¨­¤¥ª ± ° ¢¥­

n (±¬. ° ¥¸¥­¨¥ §  ¤  ·¨ 6.4). •®½² ®¬³ ¨­¤¥ª ± ®ª°³¦­® ±²¨

j z j = R ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ w ( z ) = P ( z ) ° ¢¥­

n . ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, ¢­³²°¨ ¥ ¥ ¥ ±²¼ ® ± ® ¡»¥ ² ®·ª¨, ¢ ª ® ² ®°»µ

P ( z ) ® ¡° ¹ ¥ ²±¿ ¢ ­³«¼.

Ž±­®¢­³¾ ¨¤¥¾ ¤®ª § ² ¥«¼±²¢  ² ¥ ®° ¥¬» 6.4 ­ £ «¿¤­®

¬® ¦­® ¯° ¥ ¤±² ¢¨²¼ ±« ¥ ¤³¾¹¨¬ ® ¡° § ®¬. …±«¨ ·¨±« ® R

¤® ±² ² ®·­® ¢¥«¨ª ®, ² ® ¤«¨­  ¢¥ª² ®°  w � v ¢® ¬­®£ ® ° §

¬¥­¼¸¥ ¤«¨­» ¢¥ª² ®°  v (°¨±. 6.10). ‚¥ª² ®° v ± ®¢¥°¸ ¥ ²
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n ® ¡ ®° ® ² ®¢, ¯®½² ®¬³ ¢¥ª² ®° w , ®·¥­¼ ¡«¨§ª¨© ª ­¥¬³,

² ® ¦¥ ± ®¢¥°¸ ¥ ² n ® ¡ ®° ® ² ®¢.

•¨±³­®ª 6.10

.

‡  ¤  ·  6.8. •³ ±²¼ f | ­¥¯° ¥°»¢­® ¥ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¥ ª°³-

£  D

2

± ¶¥­²° ®¬ Ž ¢ ¯« ® ±ª ® ±²¼, ¯°¨·¥¬ ¥ ±«¨ ² ®·ª¨ € ¨

‚ ±¨¬¬¥ ²°¨·­» ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ² ®·ª¨ Ž , ² ® ² ®·ª¨ f ( A ) ¨

f ( B ) ² ® ¦¥ ±¨¬¬¥ ²°¨·­» ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ² ®·ª¨ Ž . „®ª ¦¨-

² ¥, ·² ® ­¥ª ® ² ®°  ¿ ² ®·ª  ª°³£  ® ² ® ¡° ¦ ¥ ²±¿ ¢ ² ®·ª ³ Ž .

•® ±¬® ²°¨¬ ² ¥¯¥°¼, ·² ® ¯° ®¨±µ ®¤¨², ª ®£ ¤  ¢¥ª² ®°­® ¥

¯®« ¥ ¨§¬¥­¿¥ ²±¿ ¢­³²°¨ ­¥ª ® ² ®° ®© ®ª°³¦­® ±²¨. Ž²¬¥-

²¨¬, ¯° ¥¦¤¥ ¢± ¥£ ®, ·² ® ¨­¤¥ª ± ®ª°³¦­® ±²¨ ± ® µ° ­¿¥ ²±¿,

² ª ª ª ­  ­¥© ¢¥ª² ®°» ­¥ ¨§¬¥­¿¾²±¿. •®½² ®¬³ ¯°¨ ±«¨-

¿­¨¨ ­¥ ±ª ®«¼ª¨µ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ¢ ®¤­³ ¯®«³· ¥ ²±¿ ® ± ® ¡  ¿

² ®·ª , ¨­¤¥ª ± ª ® ² ®° ®© ° ¢¥­ ±³¬¬¥ ¨µ ¨­¤¥ª ± ®¢. • ¯°¨-

¬¥°, ¯°¨ ±«¨¿­¨¨ ¤¢³µ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ± ¨­¤¥ª ± ®¬ 1 ¯®«³· -

¥ ²±¿ ® ± ® ¡  ¿ ² ®·ª  ± ¨­¤¥ª ± ®¬ 2 (°¨±. 6.11). ‘«¨¿­¨¥ ²° ¥ µ

® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ± ¨­¤¥ª ± ®¬ 1 ¬® ¦­® ¯° ¥ ¤±² ¢¨²¼ ±« ¥ ¤³¾-

¹¨¬ ® ¡° § ®¬. Ž¡« ±²¼, § ¸²°¨µ ®¢ ­­  ¿ ­  °¨±. 6.12 ( ),

¯¥° ¥¦¨¬ ¥ ²±¿, ¨ ¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¨§ ­¥ ¥ ¯®«³· ¾²±¿ ¤¢¥ ® ¡-

« ±²¨. •°¨ ¤® ¡ ¢« ¥­¨¨ ¤°³£¨µ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ± ¨­¤¥ª ± ®¬ 1

¯° ®¨±µ ®¤¨²  ­ « ®£¨·­® ¥ ¯¥° ¥¦¨¬ ­¨¥ ®¤­®© ¨§ ® ¡« ±² ¥©.

( ) (¡)

•¨±³­®ª 6.11
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( ) (¡)

•¨±³­®ª 6.12

•°¨ ±«¨¿­¨¨ ¤¢³µ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ± ¨­¤¥ª ± ®¬ � 1 ¯¥° ¥-

¦¨¬ ¥ ²±¿ ® ¡« ±²¼, § ¸²°¨µ ®¢ ­­  ¿ ­  °¨±. 6.13 ( ). ‚ ° ¥-

§³«¼² ² ¥ ¯¥° ¥ µ ®¤¨¬ ª °¨±. 6.13 (¡). •°¨ ¤® ¡ ¢« ¥­¨¨ ¤°³-

£¨µ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ± ¨­¤¥ª ± ®¬ � 1 ¯° ®¨±µ ®¤¨²  ­ « ®£¨·­® ¥

¯¥° ¥¦¨¬ ­¨¥ ® ¡« ±² ¥© (°¨±. 6.14).

( ) (¡)

•¨±³­®ª 6.13

( ) (¡)

•¨±³­®ª 6.14

•°¨ ±«¨¿­¨¨ ¤¢³µ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ± ¨­¤¥ª ± ¬¨ 1 ¨ � 1

¯®«³· ¥ ²±¿ ® ± ® ¡  ¿ ² ®·ª  ± ¨­¤¥ª ± ®¬ 0. ’  ª ³¾ ® ± ® ¡ ³¾
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² ®·ª ³ ¬® ¦­® À³ ±²° ­¨²¼Á. ‡  ¤  ·¨ 6.9 ¨ 6.10 ¤ ¾² ¤¢¥

° §«¨·­»¥ ¨­² ¥°¯° ¥ ² ¶¨¨ ³ ±²° ­¥­¨¿ ® ± ® ¡ ®© ² ®·ª¨.

.

‡  ¤  ·  6.9. ˆ§¬¥­¨² ¥ ²° ¥ª² ®°¨¨

¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿, ¨§ ® ¡° ¦¥­­»¥ ­ 

°¨±. 6.15, ² ª, ·² ® ¡» ¢­¥ ®ª°³¦­®-

±²¨ S

2

²° ¥ª² ®°¨¨ ­¥ ¨§¬¥­¨«¨±¼,

  ¢­³²°¨ ®ª°³¦­® ±²¨ S

1

®­¨ ±² -

«¨ ¯ ° «« ¥«¼­»¬¨ ® ²° ¥§ª ¬¨. •°¨

½² ®¬ ¤®«¦­® ¯®«³·¨²¼±¿ ¢¥ª² ®°­® ¥

¯®« ¥ ¡ ¥§ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª.

•¨±³­®ª 6.15

.

‡  ¤  ·  6.10. ˆ§¬¥­¨² ¥ ²° ¥ª² ®°¨¨ ² ®£ ® ¦¥ ¢¥ª² ®°­®£ ®

¯®«¿ ² ª, ·² ® ¡» ¢­³²°¨ S

1

²° ¥ª² ®°¨¨ ­¥ ¨§¬¥­¨«¨±¼,  

¢­¥ S

2

®­¨ ±² «¨ ¯ ° «« ¥«¼­»¬¨ «³· ¬¨ ¨«¨ ¯°¿¬»¬¨.

Œ¥¦¤³ S

1

¨ S

2

¯°¨ ½² ®¬ ­¥ ¤®«¦­® ¡»²¼ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª.

‚ §  ¤  · µ 6.9 ¨ 6.10 ´ ª²¨·¥ ±ª¨ ¨¤¥ ² ° ¥·¼ ® ¯® ±²° ®-

¥­¨¨ ­  ª ®«¼¶¥ ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ ¡ ¥§ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ¢ ² ®¬

±«³· ¥, ª ®£ ¤  ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ §  ¤ ­® ­  £° ­¨·­»µ ®ª°³¦-

­® ±²¿µ ª ®«¼¶ . ˆ­»¬¨ ±« ®¢ ¬¨, ° ¥·¼ ¨¤¥ ² ® ¯° ®¤®«¦¥­¨¨

¡ ¥§ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿, §  ¤ ­­®£ ® ­  £° ­¨¶¥.

‚® ² ¥¹¥ ®¤­  §  ¤  ·  ² ª ®£ ® ° ®¤ .

.

‡  ¤  ·  6.11. •° ®¤®«¦¨² ¥ ¡ ¥§ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ­  ¢± ¥ ª ®«¼-

¶® ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥, ¨§ ® ¡° ¦¥­­® ¥ ­  °¨±. 6.16. • °¨±³©² ¥

¥£ ® ²° ¥ª² ®°¨¨.

•¨±³­®ª 6.16 •¨±³­®ª 6.17
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‡  ¤  ·¨ 6.9{6.11 ¿¢«¿¾²±¿ · ±²­»¬¨ ±«³·  ¿¬¨ ±« ¥ ¤³¾-

¹¥£ ® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿.

’ ¥ ®° ¥¬  6.5. ‚¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ¡¥§ ®±®¡»µ ²®·¥ª, § ¤ ­-

­®¥ ­  £° ­¨·­»µ ®ª°³¦­®±²¿µ ª®«¼¶ , ¬®¦­® ¯°®¤®«-

¦¨²¼ ­  ¢±¥ ª®«¼¶® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¨­¤¥ª-

±» £° ­¨·­»µ ®ª°³¦­®±²¥© ° ¢­».

„®ª § ²¥«¼±²¢®. •° ¥ ¤¯®« ® ¦¨¬ ±­  · « , ·² ® ¢¥ª² ®°­® ¥

¯®« ¥, §  ¤ ­­® ¥ ­  £° ­¨·­»µ ®ª°³¦­® ±²¿µ ª ®«¼¶ , ¬® ¦­®

¯° ®¤®«¦¨²¼ ­  ¢± ¥ ª ®«¼¶®. ‚­¥¸­¾¾ ®ª°³¦­® ±²¼ ª ®«¼-

¶  ± ¯®¬®¹¼¾ £ ®¬® ² ¥ ²¨¨ ¬® ¦­® ¯° ®¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ¢®

¢­³²° ¥­­¾¾ ®ª°³¦­® ±²¼. ‚ ¯° ®¶¥ ± ± ¥ ¤¥ ´ ®°¬ ¶¨¨ ®ª°³¦-

­® ±²¼ ­¥ ¯° ® µ ®¤¨² ·¥° ¥§ ® ± ® ¡»¥ ² ®·ª¨, ¯®½² ®¬³ ¨­¤¥ª ±»

¢­³²° ¥­­¥© ¨ ¢­¥¸­¥© ®ª°³¦­® ±² ¥© ° ¢­».

•¨±³­®ª 6.18

•° ¥ ¤¯®« ® ¦¨¬ ² ¥¯¥°¼, ·² ® ­  £° ­¨·­»µ ®ª°³¦­®-

±²¿µ §  ¤ ­® ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥, ¯°¨·¥¬ ¨­¤¥ª ±» £° ­¨·-

­»µ ®ª°³¦­® ±² ¥© ° ¢­». ’ ° ¥ ¡ ³¥ ²±¿ ¯° ®¤®«¦¨²¼ ¢¥ª² ®°-

­® ¥ ¯®« ¥ ­  ¢± ¥ ª ®«¼¶®. „«¿ ¯° ®¨§¢®«¼­®£ ® ¢¥ª² ®°­®£ ®

¯®«¿, §  ¤ ­­®£ ® ­  ®ª°³¦­® ±²¨, ¯® ±²° ®¨¬ £° ´ ¨ª ±« ¥-

¤³¾¹¨¬ ® ¡° § ®¬. „«¿ ª ¦¤®£ ® ³£ «  � ®¯° ¥ ¤¥«¨¬ ' ( � )

| ³£ ®« ¬¥¦¤³ ¢¥ª² ®° ¬¨, §  ¤ ­­»¬¨ ¢ ² ®·ª µ X ¨ A

(°¨±. 6.17); ¯°¨ ½² ®¬ ' (0) = 0. •® ±²° ®¨¬ £° ´ ¨ª ´³­ª¶¨¨

' ( � ) ­  ® ²° ¥§ª ¥ [0 ; 2 � ]. Ž­ ¯° ® µ ®¤¨² ·¥° ¥§ ­  · « ® ª ® ®°-

¤¨­ ² ¨ ² ®·ª ³ ± ª ® ®°¤¨­ ² ¬¨ (2 � ; 2 k � ),

£ ¤¥ k | ¨­¤¥ª ± ®ª°³¦­® ±²¨ ® ²­® ±¨² ¥«¼-

­® ¤ ­­®£ ® ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿. ’  ª¨¥ £° -

´ ¨ª¨ ¯® ±²° ®¨¬ ¤«¿ ¤¢³µ ° ± ±¬ ²°¨¢ ¥-

¬»µ ¢¥ª² ®°­»µ ¯®« ¥©, §  ¤ ­­»µ ­  £° -

­¨·­»µ ®ª°³¦­® ±²¿µ. •²¨ £° ´ ¨ª¨ ¬® ¦-

­® ±« ¥ ¤³¾¹¨¬ ® ¡° § ®¬ ± ® ¥ ¤¨­¨²¼ ­¥-

¯° ¥°»¢­»¬ ± ¥¬¥©±²¢®¬ £° ´ ¨ª ®¢. •³ ±²¼

¯°¿¬  ¿, ¯ ° «« ¥«¼­  ¿ ® ±¨ O y , ¯¥° ¥ ± ¥ª -

¥ ² ¯¥°¢»© £° ´ ¨ª ¢ ² ®·ª ¥ A

1

,   ¢² ®-

° ®© £° ´ ¨ª ¢ ² ®·ª ¥ A

2

(°¨±. 6.18). • ³-

¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·² ® ¢ ¬®¬¥­² ¢° ¥¬¥­¨ t £° -
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´ ¨ª ¤¥«¨² ® ²° ¥§ ®ª A

1

A

2

¢ ® ²­®¸¥­¨¨ t : (1 � t ). ’ ®£ ¤  ¢

¬®¬¥­²» t = 0 ¨ t = 1 ¯®«³· ¥¬ ± ® ® ²¢¥ ²±²¢¥­­® ¯¥°¢»©

¨ ¢² ®° ®© £° ´ ¨ª¨,   ¯°¨ ¨§¬¥­¥­¨¨ t ® ² 0 ¤® 1 ¯¥°¢»©

£° ´ ¨ª ­¥¯° ¥°»¢­® ¯¥° ¥ µ ®¤¨² ¢® ¢² ®° ®©. ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥

¤«¿ ¢± ¥ µ t ¨ � , £ ¤¥ 0 6 t 6 1 ¨ 0 6 � 6 2 � , ®¯° ¥ ¤¥-

« ¥­» §­  ·¥­¨¿ ' ( t; � ). ˆ±µ ®¤­»¥ £° ´ ¨ª¨ ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾²

´³­ª¶¨¿¬ ' (0 ; � ) ¨ ' (1 ; � ). ‘ ¯®¬®¹¼¾ ´³­ª¶¨¨ ' ( t; � )

¬® ¦­® ¯® ±²° ®¨²¼ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ ­  ª ®«¼¶¥. —² ® ¡» § -

¤ ²¼ ­¥­³« ¥¢®© ¢¥ª² ®°, ¤® ±² ² ®·­® §  ¤ ²¼ ¥£ ® ¤«¨­³ ¨

³£ ®«, ª ® ² ®°»© ®­ ® ¡° §³¥ ² ± «³·®¬ O x . • ³ ¤¥¬ ±·¨² ²¼,

·² ® ­  ¯°¨­  ¤« ¥¦ ¹¥¬ ª ®«¼¶³ ® ²° ¥§ª ¥ «³·  ± ­  · « ®¬ ¢

¶¥­²° ¥ ª ®«¼¶  ¤«¨­  ¢¥ª² ®°  ° ¢­®¬¥°­® ¨§¬¥­¿¥ ²±¿ ® ²

¤«¨­» ¢¥ª² ®°  ­  ¯¥°¢®© £° ­¨·­®© ®ª°³¦­® ±²¨ ¤® ¤«¨-

­» ¢¥ª² ®°  ­  ¢² ®° ®© £° ­¨·­®© ®ª°³¦­® ±²¨. ˆ±µ ®¤¿ ¨§

°¨±. 6.17, ³£ ®«, ª ® ² ®°»© ¢¥ª² ®° ® ¡° §³¥ ² ± «³·®¬ O x , ®¯-

° ¥ ¤¥«¨¬ ª ª ±³¬¬³ ³£ « ®¢ ' ( t; � ) ¨ '

0 ;t

, £ ¤¥ ³£ ®« '

0 ;t

,

± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨© ³£ «³ '

0

­  °¨±. 6.17, ° ¢­®¬¥°­® ¨§¬¥-

­¿¥ ²±¿ ® ² ³£ «  '

0 ; 0

¤® ³£ «  '

0 ; 1

. •® ±²° ® ¥­­® ¥ ¢¥ª² ®°­® ¥

¯®« ¥ ® ¡«  ¤ ¥ ² ²° ¥ ¡ ³¥¬»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨.

• °¿¤³ ± ¢¥ª² ®°­»¬¨ ¯®«¿¬¨ ¬® ¦­® ° ± ±¬ ²°¨¢ ²¼

¨ ¯®«¿ ­ ¯° ¢« ¥­¨©. •³ ±²¼ ¢ ª ¦¤®© ² ®·ª ¥ ¯« ® ±ª ® ±²¨

(¨«¨ · ±²¨ ¯« ® ±ª ® ±²¨) §  ¤ ­  ¯°¿¬  ¿, ¯°¨·¥¬ ­ ¯° ¢« ¥-

­¨¿ ¯°¿¬»µ ­¥¯° ¥°»¢­® § ¢¨±¿² ® ² ² ®·ª¨, ².¥. ³£ «» ¬¥¦-

¤³ ¯°¿¬»¬¨, §  ¤ ­­»¬¨ ¢ ¤® ±² ² ®·­® ¡«¨§ª¨µ ² ®·ª µ,

¬ «». ’ ®£ ¤  £ ®¢®°¿², ·² ® ­  ¯« ® ±ª ® ±²¨ §  ¤ ­® ­¥¯°¥°»¢-

­®¥ ¯®«¥ ­ ¯° ¢«¥­¨© .

„«¿ ¯®«¿ ­ ¯° ¢« ¥­¨© ² ® ¦¥ ¬® ¦­® ° ± ±¬® ²° ¥ ²¼ ²° ¥ª-

² ®°¨¨ | ª°¨¢»¥, ³ ª ® ² ®°»µ ¢ ª ¦¤®© ² ®·ª ¥ ª ± ² ¥«¼­  ¿

¿¢«¿¥ ²±¿ ¯°¿¬®© ¯®«¿ ­ ¯° ¢« ¥­¨©, §  ¤ ­­®© ¢ ½² ®© ² ®·-

ª ¥.

‹¾¡ ®¬³ ¢¥ª² ®°­®¬³ ¯®«¾ ¡ ¥§ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ¬® ¦­® ± ®-

¯® ±² ¢¨²¼ ¯®« ¥ ­ ¯° ¢« ¥­¨©, ¢§¿¢ ¢¬¥ ±² ® ¢¥ª² ®°  ± ®¤¥°-

¦ ¹³¾ ¥£ ® ¯°¿¬³¾. Ž¡° ²­³¾ ®¯¥° ¶¨¾ ¯° ®¤¥« ²¼ ¬® ¦-

­® ­¥ ¢± ¥£ ¤ . ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, ¨±ª«¾·¨¬ ¨§ ¯« ® ±ª ® ±²¨ ² ®·-

ª ³ O ¨ ° ± ±¬® ²°¨¬ ¢ ® ±² ¢¸¥©±¿ · ±²¨ ¯« ® ±ª ® ±²¨ ¯®« ¥

­ ¯° ¢« ¥­¨©, ¨§ ® ¡° ¦¥­­® ¥ ­  °¨±. 6.19 (¯° ¥ ¤¯®« £ ¥ ²±¿,
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·² ® ¢® ¢± ¥ µ ² ®·ª µ «³-

· , ¢»µ ®¤¿¹¥£ ® ¨§ ² ®-

·ª¨ O , §  ¤ ­» ¯ ° «-

« ¥«¼­»¥ ¯°¿¬»¥). Š ª

¢¨¤­® ¨§ ² ®£ ® ¦¥ °¨-

±³­ª , ¯®¯»²ª  ¯® ±²° ®-

¨²¼ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ ¯®

½² ®¬³ ¯®«¾ ­ ¯° ¢« ¥-

­¨© ­¥ ³¢¥­· ¥ ²±¿ ³ ±¯¥-

µ ®¬.

•¨±³­®ª 6.19

.

‡  ¤  ·  6.12. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ¯® «¾¡ ®¬³ ­¥¯° ¥°»¢­®¬³

¯®«¾ ­ ¯° ¢« ¥­¨©, §  ¤ ­­®¬³ ­  ¢± ¥© ¯« ® ±ª ® ±²¨, ¬® ¦­®

¯® ±²° ®¨²¼ ­¥¯° ¥°»¢­® ¥ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥.

.

‡  ¤  ·  6.13. ‘³¹¥ ±²¢³¥ ² «¨ ¢ ²° ¥ µ¬¥°­®¬ ¯° ® ±²° ­-

±²¢¥ ± ®¤­®© ¢»ª ®« ® ² ®© ² ®·ª ®© ¯®« ¥ ­ ¯° ¢« ¥­¨©, ¯® ª ®-

² ®° ®¬³ ­¥«¼§¿ ¯® ±²° ®¨²¼ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥?

•¥¸¥­¨¿

I

6.1. …±«¨ ( x ( t ) ; y ( t )) | ²° ¥ª² ®°¨¿ ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ a , ² ®

dx ( t )

dt

= x ( t ) ;

dy ( t )

dt

= y ( t ) :

•®½² ®¬³ x ( t ) = pe

t

¨ y ( t ) = q e

t

,   §­  ·¨², q x = py ¨ ª ¦¤  ¿

²° ¥ª² ®°¨¿ ¶¥«¨ª ®¬ « ¥¦¨² ¢ ®¤­®¬ ¨§ ª¢  ¤° ­² ®¢. ‘« ¥-

¤®¢ ² ¥«¼­®, ²° ¥ª² ®°¨¿¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ «³·¨, ¢»µ ®¤¿¹¨¥ ¨§

­  · «  ª ® ®°¤¨­ ². Ž² ¤¥«¼­®© ²° ¥ª² ®°¨¥© ¿¢«¿¥ ²±¿ ² ª-

¦¥ ± ¬® ­  · « ® ª ® ®°¤¨­ ².

„«¿ ²° ¥ª² ®°¨© ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ b ¯®«³· ¥¬ ³° ¢­¥-

­¨¿

dx

dt

= y ;

dy

dt

= � x:
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‚ ¯®«¿°­»µ ª ® ®°¤¨­ ² µ x = r cos ' , y = r sin ' ½²¨

³° ¢­¥­¨¿ § ¯¨¸³²±¿ ¢ ¢¨¤¥

dr

dt

cos ' � r sin '

d'

dt

= r sin ';

dr

dt

sin ' + r cos '

d'

dt

= � r cos ':

•¥¸  ¿ ½²³ ±¨±² ¥¬³ «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨© ® ²­® ±¨² ¥«¼­®

dr

dt

¨

d'

dt

, ¯®«³· ¥¬

dr

dt

= 0 ¨

d'

dt

= 1. ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, x =

R cos ( t + t

0

) ¨ y = R sin ( t + t

0

), £ ¤¥ R ¨ t

0

| ª ®­±² ­²».

„«¿ ²° ¥ª² ®°¨© ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ c ¯®«³· ¥¬ ³° ¢­¥-

­¨¿

dx

dt

= y ;

dy

dt

= x:

‘¤¥« ¥¬ § ¬¥­³ ¯¥° ¥¬¥­­»µ u = x + y , v = x � y . ’ ®£ ¤ 

du

dt

=

dx

dt

+

dy

dt

= y + x = u;

dv

dt

=

dx

dt

�

dy

dt

= y � x = � v :

•®½² ®¬³ u = pe

t

, v = q e

� t

,   §­  ·¨², u =

pq

v

. ‚ ª ® ®°¤¨-

­ ² µ O v u ²° ¥ª² ®°¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥ ²¢¿¬¨ £¨¯¥° ¡ ®« u =

c

v

(°¨±. 6.20) ¨«¨ «³· ¬¨ ± ­  · « ®¬ ¢ ² ®·ª ¥ O , « ¥¦ ¹¨¬¨ ­ 

® ±¿µ ª ® ®°¤¨­ ².

I

6.2. Ž²¢¥ ²:  ) 2; ¡) 3; ¢) � 2.

I

6.3. …±«¨ ¯®¯»² ²¼±¿ §  ¤ ²¼ ­ ¯° ¢« ¥­¨¿ ¤¢¨¦¥­¨¿ ­ 

²° ¥ª² ®°¨¿µ, ¨§ ® ¡° ¦¥­­»µ ­  °¨±. 6.4, ² ® ¯°¨¤¥¬ ª ¯° ®-

²¨¢®° ¥·¨¾ (°¨±. 6.21).
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•¨±³­®ª 6.20 •¨±³­®ª 6.21

I

6.4. •³ ±²¼ z = R e

i'

. ’ ®£ ¤  v ( z ) = R e

in'

. •°¨ ¨§¬¥­¥­¨¨

' ® ² 0 ¤® 2 � ·¨±« ® n' ¨§¬¥­¿¥ ²±¿ ® ² 0 ¤® 2 n� , ².¥. ¢¥ª² ®°

v ( z ) ¤¥« ¥ ² n ® ¡ ®° ® ² ®¢. ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, ¨­¤¥ª ± ¢¥ª² ®°­®-

£ ® ¯®«¿ v ° ¢¥­ n .

• °¨± ®¢ ²¼ ²° ¥ª² ®°¨¨ ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ ¢ ¬ ¯®¬® ¦¥ ²

°¨±. 6.3.

I

6.5. „«¿ ·¥ ²­®£ ® ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ ¯°¨ ® ¡ µ ®¤¥ ¯®« ®¢¨­»

®ª°³¦­® ±²¨ ¢¥ª² ®° v ¯®¢®°  ·¨¢ ¥ ²±¿ ­  2 k � ,   ¤«¿ ­¥-

·¥ ²­®£ ® ­  (2 k + 1) � .

I

6.6. Ž¡° ²¨¬±¿ ª °¨±. 6.22. •³ ±²¼ � ¨ ' ( � ) | ³£ «» ¬¥¦¤³

® ±¼¾ O x ¨ ¢¥ª² ®° ¬¨

� � !

O X ¨ v . ’ ®£ ¤  \ Z O Y = 2 \ Z X Y =

2 ' ( � ) ¨ \ I O Y = 2 ' ( � ) � � . ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, ¥ ±«¨ ¢¥ª² ®°

v ± ®¢¥°¸ ¥ ² n ® ¡ ®° ® ² ®¢, ² ® ¢¥ª² ®° w ± ®¢¥°¸ ¥ ² 2 n � 1

® ¡ ®° ® ².

I

6.7. Ž²¬¥ ²¨¬, ¯° ¥¦¤¥ ¢± ¥£ ®, ·² ® ¢­³²°¨ ª ¦¤®© ® ¡« ±²¨

·¨±« ® ® ¡ ®° ® ² ®¢ ­¥¯° ¥°»¢­® § ¢¨±¨² ® ² ² ®·ª¨, ¯®½² ®¬³

¢­³²°¨ ® ¡« ±²¨ ®­® ¯® ±² ®¿­­®.
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•¨±³­®ª 6.22 •¨±³­®ª 6.23

—¨±« ® ® ¡ ®° ® ² ®¢ ¢¥ª² ®° 

� � !

O X ¯°¨ ® ¡ µ ®¤¥ ª°¨¢®© ¬® ¦­®

¢»·¨±«¿²¼ ±« ¥ ¤³¾¹¨¬ ® ¡° § ®¬. •° ®¢¥ ¤¥¬ ¨§ ² ®·ª¨ O «³·,

­¥ ª ± ¾¹¨©±¿ ª°¨¢®©. ’ ®·ª ¬ ¯¥° ¥ ± ¥·¥­¨¿ «³·  ± ª°¨¢®©

± ®¯® ±² ¢¨¬ ·¨±«  � 1 ¢ ± ® ® ²¢¥ ²±²¢¨¨ ± ² ¥¬, ¯° ®¨±µ ®¤¨² «¨

¢ ­¨µ ¤¢¨¦¥­¨¥ ¯® ª°¨¢®© ±¯° ¢  ­ « ¥¢® ¨«¨ ±« ¥¢  ­ ¯° -

¢® (°¨±. 6.23). ’ ®£ ¤  ·¨±« ® ® ¡ ®° ® ² ®¢ ± ³·¥ ² ®¬ §­ ª  ° ¢­®

±³¬¬¥ ½²¨µ ·¨± ¥«. ˆ­»¬¨ ±« ®¢ ¬¨, ¥ ±«¨ ¢» ­ µ ®¤¨² ¥ ±¼ ¢

´ ¨ª ±¨° ®¢ ­­®© ² ®·ª ¥,   ¢®ª°³£ ¢ ± ¡ ¥£ ¥ ² ± ® ¡ ª , ² ® ¤«¿

² ®£ ®, ·² ® ¡» ³§­ ²¼, ±ª ®«¼ª ® ° § ®­  ¢®ª°³£ ¢ ± ® ¡ ¥¦ « ,

­¥ ­³¦­® ¢± ¥ ¢° ¥¬¿ ±« ¥ ¤¨²¼ §  ­¥©. „® ±² ² ®·­® ±¬® ²° ¥ ²¼

¢ ®¤­®¬ ­ ¯° ¢« ¥­¨¨ ¨ ±·¨² ²¼, ±ª ®«¼ª ® ° § ± ® ¡ ª  ¯° ®-

¡ ¥£ ¥ ² ¬¨¬® ¢ ®¤­®¬ ­ ¯° ¢« ¥­¨¨ ¨ ±ª ®«¼ª ® ¢ ¤°³£ ®¬.

’ ®·ª¨ A ¨ B ¢­³²°¨ ± ® ± ¥ ¤­¨µ ® ¡« ±² ¥© ¬® ¦­® ¢»¡° ²¼

² ª, ·² ® ¡» ® ²° ¥§ ®ª AB ¯¥° ¥ ± ¥ª « £° ­¨¶³ ° ®¢­® ¢ ®¤­®©

² ®·ª ¥. „«¿ «³·  AB ¨ «³· , ¨¤³¹¥£ ® ¨§ ² ®·ª¨ B ¢ ­ -

¯° ¢« ¥­¨¨ «³·  AB , ®¯¨± ­­  ¿ ¢»¸¥ ±³¬¬  ·¨± ¥« ° §«¨-

· ¥ ²±¿ «¨¸¼ ®¤­¨¬ ·¨±« ®¬, ±² ®¿¹¨¬ ¢ ² ®·ª ¥ ¯¥° ¥ ± ¥·¥­¨¿

® ²° ¥§ª  AB ± £° ­¨¶¥© ® ¡« ±² ¥©.

I

6.8. • ³ ¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·² ® ¶¥­²° ª°³£  ± ®¢¯  ¤ ¥ ² ± ­  · -

« ®¬ ª ® ®°¤¨­ ² ­  ¯« ® ±ª ® ±²¨. ‘®¯® ±² ¢¨¬ ª ¦¤®© ² ®·ª ¥

X ª°³£  D

2

¢¥ª² ®°

� � � � !

O f ( X ) . •° ¥ ¤¯®« ® ¦¨¬, ·² ® ¢± ¥ ½²¨

¢¥ª² ®°» ­¥­³« ¥¢»¥. ’ ®£ ¤  ®¯° ¥ ¤¥« ¥­ ¨­¤¥ª ± £° ­¨·­®©

®ª°³¦­® ±²¨, ¯°¨·¥¬ ®­ ­¥·¥ ² ¥­, ² ª ª ª ¯®«³·¥­­® ¥ ¢¥ª-

² ®°­® ¥ ¯®« ¥ ­¥·¥ ²­® (±¬. §  ¤  ·³ 6.5). ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, ¢­³-
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²°¨ ª°³£  ¥ ±²¼ ® ± ® ¡  ¿ ² ®·ª  X , ¤«¿ ª ® ² ®° ®©

� � � � !

O f ( X ) =

�!

0 .

•®«³·¥­® ¯° ® ²¨¢®° ¥·¨¥. ’  ª¨¬ ® ¡° § ®¬, ¢­³²°¨ ª°³£ 

¨«¨ ­  ¥£ ® £° ­¨¶¥ ¥ ±²¼ ® ± ® ¡  ¿ ² ®·ª  X , ¤«¿ ª ® ² ®° ®©

� � � � !

O f ( X ) =

�!

0 , ².¥. f ( X ) = O .

I

6.9. ‘¬. °¨±. 6.24.

I

6.10. ‘¬. °¨±. 6.25.

•¨±³­®ª 6.24 •¨±³­®ª 6.25

I

6.11. ’ ° ¥ª² ®°¨¿ ²° ¥ ¡ ³¥¬®-

£ ® ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ ¨§ ® ¡° -

¦¥­  ­  °¨±. 6.26. ‘ ¬® ¢¥ª-

² ®°­® ¥ ¯®« ¥ ¯®«³· ¥ ²±¿ ¢° -

¹¥­¨¥¬ ¢¥ª² ®° ®¢ ¯°¨ ¤¢¨¦¥-

­¨¨ ¯® ® ²° ¥§ª ¬ °  ¤¨³ ± ®¢,

§ ª«¾·¥­­»¬ ¬¥¦¤³ £° ­¨·-

­»¬¨ ®ª°³¦­® ±²¿¬¨. •°¨ ¯¥-

° ¥¬¥¹¥­¨¨ ¨§ ®¤­®£ ® ª ®­¶ 

® ²° ¥§ª  ¢ ¤°³£ ®© ¯° ®¨±µ ®¤¨²

¯®¢®° ® ² ­  180

�

.

•¨±³­®ª 6.26

I

6.12. ‚»¡ ¥° ¥¬ ¢ ¯« ® ±ª ® ±²¨ ´ ¨ª ±¨° ®¢ ­­³¾ ² ®·ª ³ O . ‡ -

¤ ­­®© ¢ ² ®·ª ¥ O ¯°¿¬®© ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾² ¤¢  ¥ ¤¨­¨·­»µ

¢¥ª² ®° ; ¢»¡ ¥° ¥¬ ®¤¨­ ¨§ ­¨µ. ’ ®£ ¤  ¢ «¾¡ ®© ² ®·ª ¥ A ¥ ¤¨-

­¨·­»© ¢¥ª² ®° ­  §  ¤ ­­®© ¢ € ¯°¿¬®© ¬® ¦­® ¢»¡° ²¼,
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¤¢¨£  ¿±¼ ¯® ® ²° ¥§ª ³ O A ¨§ O ¢ A ¨ ¢»¡¨°  ¿ ¢ ª ¦¤®©

² ®·ª ¥ X ® ²° ¥§ª  O A ®¤¨­ ¨§ ¤¢³µ ¥ ¤¨­¨·­»µ ¢¥ª² ®° ®¢

­  §  ¤ ­­®© ¢ ² ®·ª ¥ X ¯°¿¬®©.

„«¿ ¯« ® ±ª ® ±²¨ ± ¢»ª ®« ® ² ®© ² ®·ª ®© ½² ®© ª ®­±²°³ª¶¨¥©

­¥«¼§¿ ¢® ±¯®«¼§ ®¢ ²¼±¿, ¯® ² ®¬³ ·² ® ® ²° ¥§ ®ª O A ¬® ¦¥ ²

¯° ® µ ®¤¨²¼ ·¥° ¥§ ¢»ª ®« ® ²³¾ ² ®·ª ³.

I

6.13. Ž²¢¥ ²: ­¥ ², ­¥ ±³¹¥ ±²¢³¥ ².

‚¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ ¯® ¯®«¾ ­ ¯° ¢« ¥­¨© ¢ ²° ¥ µ¬¥°­®¬

¯° ® ±²° ­±²¢¥ ¬® ¦­® ¯® ±²° ®¨²¼ ¯®·²¨ ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢

§  ¤  ·¥ 6.12. •® ¯¥° ¥­® ±¨²¼ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ ¯® ® ²° ¥§ª ³

O A ³¦¥ ­¥ ³ ¤ ¥ ²±¿, ² ª ª ª ®­ ¬® ¦¥ ² ¯° ® µ ®¤¨²¼ ·¥° ¥§

¢»ª ®« ® ²³¾ ² ®·ª ³. ‚¥ª² ®°» ­³¦­® ¯¥° ¥­® ±¨²¼ ¯® ¯³²¿¬,

¨¤³¹¨¬ ¨§ O ¢ A ¨ ­¥ ¯° ® µ ®¤¿¹¨¬ ·¥° ¥§ ¢»ª ®« ® ²³¾ ² ®·-

ª ³. „«¿ ½² ®£ ® ¯°¨µ ®¤¨²±¿ ° ± ±¬ ²°¨¢ ²¼ ª°¨¢®«¨­¥©­»¥

¯³²¨. •® ² ®£ ¤  ¢®§­¨ª ¥ ² ¢®¯° ® ± ® ± ®¢¯  ¤¥­¨¨ ° ¥§³«¼² -

² ®¢ ¯¥° ¥­® ±  ¯® ° §­»¬ ¯³²¿¬. •² ® ² ¢®¯° ® ± ­¥ ¯° §¤­»©;

°¨±. 6.19 ¯®ª §»¢ ¥ ², ·² ® ¤«¿ ¯« ® ±ª ® ±²¨ ± ¢»ª ®« ® ² ®© ² ®·-

ª ®© ° ¥§³«¼² ²» ¯¥° ¥­® ±  ¢¥ª² ®° ®¢ ¯® ° §­»¬ ¯³²¿¬ ¬®-

£³² ¡»²¼ ° §­»¬¨. •® ¢ ²° ¥ µ¬¥°­®¬ ¯° ® ±²° ­±²¢¥ ± ¢»-

ª ®« ® ² ®© ² ®·ª ®© «¾¡ ®© § ¬ª­³²»© ¯³²¼ ¬® ¦­® ±²¿­³²¼ ¢

² ®·ª ³, ­¥ §  ¤¥¢  ¿ ¯°¨ ½² ®¬ ¢»ª ®« ® ²³¾ ² ®·ª ³. ˆ¬¥­­® ½² ®

±¢®©±²¢® ¯°¨¢®¤¨² ª ± ®¢¯  ¤¥­¨¾ ° ¥§³«¼² ² ®¢ ¯¥° ¥­® ±  ¯®

° §­»¬ ¯³²¿¬. ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, ¥ ±«¨ ¯¥° ¥­® ±» ¢¥ª² ®°  ¯®

¤¢³¬ ° §­»¬ ¯³²¿¬ ¯°¨¢®¤¿² ª ° §­»¬ ° ¥§³«¼² ² ¬, ² ®

¯°¨ ® ¡ µ ®¤¥ § ¬ª­³² ®£ ® ¯³²¨, ± ® ±² ¢« ¥­­®£ ® ¨§ ­¨µ, ¢¥ª-

² ®° ¤®«¦¥­ ¯¥° ¥ µ ®¤¨²¼ ¢ ¯° ® ²¨¢®¯®« ® ¦­»© ¢¥ª² ®°. •² ®

±¢®©±²¢® ¤®«¦­® ± ® µ° ­¿²¼±¿ ¢ ¯° ®¶¥ ± ± ¥ ±²¿£¨¢ ­¨¿ ¯³²¨

¢ ² ®·ª ³. ‘ ¤°³£ ®© ±² ®° ®­», ¤«¿ ¯³²¨, ±²¿­³² ®£ ® ¢ ² ®·ª ³,

®­® ¢»¯®«­¿²¼±¿ ­¥ ¬® ¦¥ ².



7

‚¥ª² ®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¤¢³¬¥°­»µ

¯®¢¥° µ­® ±²¿µ

•®  ­ « ®£¨¨ ± ¢¥ª² ®°­»¬¨ ¯®«¿¬¨ ­  ¯« ® ±ª ® ±²¨ ¬® ¦-

­® ¢¢¥ ±²¨ ¯®­¿²¨¥ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  ±´¥°¥ . ‘®¯® ±² -

¢¨¬ ª ¦¤®© ² ®·ª ¥ ± ´ ¥°» ­¥ª ® ² ®°»© ¢¥ª² ®° ¢ ²° ¥ µ¬¥°­®¬

¯° ® ±²° ­±²¢¥. „«¿ ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ ­  ¯« ® ±ª ® ±²¨ ­¥ ­³¦-

­® ¡»« ® § ¡ ® ²¨²¼±¿ ® ² ®¬, ·² ® ¡» ¥£ ® ²° ¥ª² ®°¨¨ ® ±² -

¢ «¨±¼ ­  ¯« ® ±ª ® ±²¨. •® ¤«¿ ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ ­  ± ´ ¥° ¥

¯®§ ¡ ® ²¨²¼±¿ ® ¡ ½² ®¬ ­¥ ® ¡ µ ®¤¨¬®,   ¨¬¥­­®, ­³¦­® ¯®-

²° ¥ ¡ ®¢ ²¼, ·² ® ¡» §  ¤ ­­»¥ ­  ± ´ ¥° ¥ ¢¥ª² ®°» ª ± «¨±¼

¥ ¥. • ³ ¤¥¬ £ ®¢®°¨²¼, ·² ® ­  ± ´ ¥° ¥ §  ¤ ­® ­¥¯° ¥°»¢­® ¥

¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥, ¥ ±«¨ ¢ ª ¦¤®© ¥ ¥ ² ®·ª ¥ §  ¤ ­ ª ± ² ¥«¼-

­»© ¢¥ª² ®°, ¯°¨·¥¬ ½²¨ ¢¥ª² ®°» ­¥¯° ¥°»¢­® § ¢¨±¿² ® ²

² ®·ª¨.

•°¨¢¥ ¤¥¬ ¤¢  ¯°¨¬¥°  ¢¥ª² ®°­»µ ¯®« ¥© ­  ± ´ ¥° ¥.

•°¨¬¥° 1. • ± ±¬® ²°¨¬ ¢° ¹¥­¨¥ ± ´ ¥°» ± ­¥ª ® ² ®° ®© ³£ « ®-

¢®© ±ª ®° ® ±²¼¾ ¢®ª°³£ ® ±¨, ¯° ® µ ®¤¿¹¥© ·¥° ¥§ ¶¥­²° ± ´ ¥-

°». •  ± ´ ¥° ¥ ¯°¨ ½² ®¬ ¢®§­¨ª ¥ ² ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ ±ª ®° ®-

±² ¥© ¤¢¨¦¥­¨¿ ² ®·¥ª (°¨±. 7.1). “ ½² ®£ ® ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿

¥ ±²¼ ¤¢¥ ® ± ® ¡»¥ ² ®·ª¨,   ¨¬¥­­®, ² ®·ª¨ ¯¥° ¥ ± ¥·¥­¨¿ ± ´ ¥-

°» ¨ ® ±¨ ¢° ¹¥­¨¿. ˆ­¤¥ª ±» ® ¡ ¥¨µ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ° ¢­» 1.
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•¨±³­®ª 7.1 •¨±³­®ª 7.2

•°¨¬¥° 2. •  ± ´ ¥° ¥ ¬® ¦­® ¯® ±²° ®¨²¼ ¨ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥

± ®¤­®© ® ± ® ¡ ®© ² ®·ª ®©. …£ ® ²° ¥ª² ®°¨¿ | ± ¥·¥­¨¿ ± ´ ¥-

°» ¯« ® ±ª ® ±²¿¬¨, ¯° ® µ ®¤¿¹¨¬¨ ·¥° ¥§ ´ ¨ª ±¨° ®¢ ­­³¾ ª -

± ² ¥«¼­³¾ ª ± ´ ¥° ¥ (°¨±. 7.2). ˆ­¤¥ª ± ® ± ® ¡ ®© ² ®·ª¨ ° -

¢¥­ 2.

‚ ® ¡ ®¨µ ¯°¨¬¥° µ ±³¬¬  ¨­¤¥ª ± ®¢ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ° ¢­ 

2. •² ® ­¥ ±«³· ©­® ¥ ± ®¢¯  ¤¥­¨¥.

’ ¥ ®° ¥¬  7.1. •³±²¼ ·¨±«® ®±®¡»µ ²®·¥ª ­¥¯°¥°»¢­®£®

¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  ±´¥°¥ ª®­¥·­®. ’®£¤  ±³¬¬  ¨µ ¨­-

¤¥ª±®¢ ° ¢­  2.

•¥°¢®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®. ‘´ ¥°³ ¬® ¦­® ° §¤¥«¨²¼ ­  ¤¢¥

· ±²¨ ª°¨¢®©, ­¥ ± ®¤¥°¦ ¹¥© ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª. „«¿ ­ ¸¨µ

¶¥« ¥© ¤® ±² ² ®·­® ¡»« ® ¡» ° ± ±¬® ²° ¥ ²¼ ¯° ®¨§¢®«¼­³¾ § -

¬ª­³²³¾ ª°¨¢³¾ ­  ± ´ ¥° ¥, ­¥ ¯° ® µ ®¤¿¹³¾ ·¥° ¥§ ® ± ® ¡»¥

² ®·ª¨. •® ¤®ª ¦¥¬ ­¥ ±ª ®«¼ª ® ¡ ®« ¥ ¥ ±¨«¼­® ¥ ³²¢¥°¦¤¥-

­¨¥,   ¨¬¥­­®, ¤®ª ¦¥¬, ·² ® ¥ ±«¨ ­  ± ´ ¥° ¥ ¤ ­® ª ®­¥·-

­® ¥ ¬­® ¦¥ ±²¢® ² ®·¥ª, ² ® ±³¹¥ ±²¢³¥ ² ®ª°³¦­® ±²¼ ¡ ®«¼-

¸®£ ® ª°³£  (².¥. ± ¥·¥­¨¥ ± ´ ¥°» ¯« ® ±ª ® ±²¼¾, ¯° ® µ ®¤¿¹¥©

·¥° ¥§ ¶¥­²°), ­¥ ¯° ® µ ®¤¿¹¥ ¥ ­¨ ·¥° ¥§ ®¤­³ ¨§ ¤ ­­»µ ² ®-

·¥ª. • ± ±¬® ²°¨¬ ± ® ® ²¢¥ ²±²¢¨¥ f A; A

�

g $ a , £ ¤¥ A ¨ A

�

| ¤¨ ¬¥ ²° «¼­® ¯° ® ²¨¢®¯®« ® ¦­»¥ ² ®·ª¨ ± ´ ¥°», a | ± ¥-

·¥­¨¥ ± ´ ¥°» ¯« ® ±ª ® ±²¼¾, ¯¥°¯¥­¤¨ª ³«¿°­®© ¯°¿¬®© AA

�

¨ ¯° ® µ ®¤¿¹¥© ·¥° ¥§ ¶¥­²° ± ´ ¥°». ‹¥£ª ® ¯° ®¢¥°¨²¼, ·² ®

² ®·ª  A ¯°¨­  ¤« ¥¦¨² ¯« ® ±ª ® ±²¨ b (£ ¤¥ b $ f B ; B

�

g ) ² ®£ ¤ 

¨ ² ®«¼ª ® ² ®£ ¤ , ª ®£ ¤  ² ®·ª  B ¯°¨­  ¤« ¥¦¨² ¯« ® ±ª ® ±²¨ a .
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•³ ±²¼ A

1

; : : : ; A

n

| ¤ ­­»¥ ² ®·ª¨. ˆ¬ ± ®¯® ±² ¢«¿¾²±¿

®ª°³¦­® ±²¨ ¡ ®«¼¸®£ ® ª°³£  a

1

; : : : ; a

n

. ‘³¹¥ ±²¢³¥ ² ² ®·ª 

M ­¥ ¯°¨­  ¤« ¥¦ ¹  ¿ ­¨ ®¤­®© ¨§ ½²¨µ ®ª°³¦­® ±² ¥©. •¨

®¤­  ¨§ ¤ ­­»µ ² ®·¥ª ­¥ « ¥¦¨² ­  ®ª°³¦­® ±²¨ m , ± ® ® ²-

¢¥ ²±²¢³¾¹¥© ² ®·ª ¥ M .

( ) (¡) (¢)

•¨±³­®ª 7.3

•° ¥ ¤±² ¢¨¬ ± ´ ¥°³ ª ª ¢®§¤³¸­»© ¸ °¨ª. ‚»¯³ ±²¨¢

¢®§¤³µ, ± ´ ¥°³ ¬® ¦­® ±¯«¾¹¨²¼ ² ª, ·² ® ¡» ® ¡ ¥ · ±²¨,

­  ª ® ² ®°»¥ ° ± ±¬ ²°¨¢ ¥¬  ¿ ®ª°³¦­® ±²¼ ¡ ®«¼¸®£ ® ª°³-

£  ¤¥«¨² ± ´ ¥°³, ± ®¢¯ «¨ ¤°³£ ± ¤°³£ ®¬ ¨ ¨¬¥«¨ ¯°¨ ½² ®¬

´ ®°¬³ ª°³£ . ‚»¤¥«¨¬ ®ª° ¥ ±²­® ±²¼ ² ®·ª¨ ¡ ®«¼¸®£ ® ª°³-

£  ¨ ¯® ±¬® ²°¨¬, ·² ® ± ­¥© ¯° ®¨±µ ®¤¨². •¨±. 7.3 ¯®ª §»-

¢ ¥ ², ·² ® ­  £° ­¨·­®© ®ª°³¦­® ±²¨ ¢¥ª² ®°» ¤¢³µ ¯®-

« ¥© ±¨¬¬¥ ²°¨·­» ¤°³£ ¤°³£³ ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ª ± ² ¥«¼­®©.

Ž±² ¥ ²±¿ ¤®ª § ²¼ ±« ¥ ¤³¾¹¥ ¥ ­¥ ±« ® ¦­® ¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥,

ª ® ² ®° ® ¥ ¬» ± ´ ®°¬³«¨°³¥¬ ¢ ¢¨¤¥ §  ¤  ·¨.

.

‡  ¤  ·  7.1. ‚¥ª² ®°­»¥ ¯®«¿ v ¨ w ² ª ®¢», ·² ® ­ 

®ª°³¦­® ±²¨ S ³ ­¨µ ­¥ ² ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ¨ ¢ ª ¦¤®© ² ®·ª ¥ X

½² ®© ®ª°³¦­® ±²¨ ¢¥ª² ®°» v ( X ) ¨ w ( X ) ±¨¬¬¥ ²°¨·­» ® ²-

­® ±¨² ¥«¼­® ª ± ² ¥«¼­®©. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ±³¬¬  ¨­¤¥ª ± ®¢

® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ¯®« ¥© v ¨ w , « ¥¦ ¹¨µ ¢­³²°¨ ®ª°³¦­® ±²¨,

° ¢­  2.

( ) (¡)

•¨±³­®ª 7.4



76 • £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿

‚²®°®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®. ‚®§¼¬¥¬ ¯° ®¨§¢®«¼­³¾ ­¥ ® ± ®-

¡ ³¾ ² ®·ª ³ ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ ­  ± ´ ¥° ¥ ¨ ¢»¡ ¥° ¥¬ ¥ ¥ ®ª° ¥ ±²-

­® ±²¼ ±² ®«¼ ¬ « ®©, ·² ® ¢± ¥ ¢¥ª² ®°» ¢ ­¥© ¯®·²¨ ®¤¨­ ª ®-

¢»¥ (°¨±. 7.4 ( )). Žª° ¥ ±²­® ±²¼ ­¥ ± ®¤¥°¦¨² ® ± ® ¡»µ ² ®-

·¥ª, ¯®½² ®¬³ ¤® ±² ² ®·­® ° ± ±¬® ²° ¥ ²¼ ® ±² «¼­³¾ · ±²¼

± ´ ¥°». …¥ ¬® ¦­® ¯° ®¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ¢ ª°³£ (°¨±. 7.4 (¡)).

•°¨ ½² ®¬ ¯®«³·¨¬ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥, ­ ¯° ¢« ¥­­® ¥ ­  ¤³£ µ

B C ¨ C D ¢­³²°¼ ®ª°³¦­® ±²¨,   ­  ¤³£ µ D A ¨ AB ­ -

°³¦³. ˆ­¤¥ª ± ®ª°³¦­® ±²¨ ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¯®«³·¥­­®£ ® ¢¥ª-

² ®°­®£ ® ¯®«¿ ° ¢¥­ 2. ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, ¯°¨ ® ¡ µ ®¤¥ ª ¦¤®©

¨§ ¤³£ AB , B C , C D , D A ¢¥ª² ®° ¯®¢®°  ·¨¢ ¥ ²±¿ ­  180

�

,

¯°¨·¥¬ ­ ¯° ¢« ¥­¨¥ ¯®¢®° ® ²  ¢¥ª² ®°  ± ®¢¯  ¤ ¥ ² ± ­ ¯° -

¢« ¥­¨¥¬ ® ¡ µ ®¤ .

‚ ª  ·¥ ±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ¨±¯®«¼§ ®¢ ­¨¿ ² ¥ ®° ¥¬» 7.1 ¤®ª -

¦¥¬ ²¥®°¥¬³ „¥ª °² {•©«¥°  ® ¢»¯³ª«»µ ¬­®£ ®£° ­­¨-

ª µ.

’ ¥ ®° ¥¬  7.2. •³±²¼ ‚ | ·¨±«® ¢¥°¸¨­ ¢»¯³ª«®£® ¬­®-

£®£° ­­¨ª , • | ·¨±«® ¥£® °¥¡¥°, ƒ | ·¨±«® £° ­¥©. ’®-

£¤ 

‚ � • + ƒ = 2 :

„®ª § ²¥«¼±²¢®. •®¬¥ ±²¨¬ ¬­®£ ®£° ­­¨ª ¢­³²°¼ ± ´ ¥-

°» ² ª, ·² ® ¡» ®­ ± ®¤¥°¦ « ¥ ¥ ¶¥­²°, ¨ ±¯° ® ¥¶¨°³¥¬ ° ¥ ¡° 

¬­®£ ®£° ­­¨ª  ­  ± ´ ¥°³ ¨§ ¥ ¥ ¶¥­²° . •  ± ´ ¥° ¥ ¢®§­¨ª -

¥ ² ¯°¨ ½² ®¬ ª°¨¢®«¨­¥©­  ¿ ± ¥ ²¼. ‚»¡ ¥° ¥¬ ¢­³²°¨ ª ¦¤®©

± ´ ¥°¨·¥ ±ª ®© £° ­¨ ¯® ² ®·ª ¥ ¨ ± ® ¥ ¤¨­¨¬ ­  ± ´ ¥° ¥ ² ®·ª¨

± ® ± ¥ ¤­¨µ £° ­¥© ¯³²¿¬¨, ¯° ® µ ®¤¿¹¨¬¨ ·¥° ¥§ ± ¥° ¥ ¤¨­» ¨µ

® ¡¹¨µ ° ¥ ¡ ¥°. •  °¨±. 7.5 ( ) ­®¢  ¿ ± ¥ ²¼ ¨§ ® ¡° ¦¥­  ¯³­ª-

²¨° ®¬. • ± ±¬® ²°¨¬ ­  ± ´ ¥° ¥ ± ¥ ²¼, ± ® ±² ¢« ¥­­³¾ ¨§ ½²¨µ

¤¢³µ ± ¥ ² ¥©, ¨ ­ °¨±³¥¬ ­  ¥ ¥ ° ¥ ¡° µ ±²° ¥«ª¨, ¢»µ ®¤¿¹¨¥

¨§ ¢»¡° ­­»µ ² ®·¥ª £° ­¥© ¨ ¢µ ®¤¿¹¨¥ ¢ ¢¥°¸¨­». •®«³-

·¥­­³¾ ± ¥ ²¼ ¬® ¦­® ¢ª«¾·¨²¼ ¢ ±¨±² ¥¬³ ²° ¥ª² ®°¨© ¢¥ª-

² ®°­®£ ® ¯®«¿ (°¨±. 7.5 (¡)). ‚¨¤ ²° ¥ª² ®°¨¨ ¢ ®ª° ¥ ±²­®-

±²¨ ¢¥°¸¨­», ¢»¡° ­­®© ² ®·ª¨ £° ­¨ ¨ ± ¥° ¥ ¤¨­» ° ¥ ¡° 

¯®ª § ­ ­  °¨±. 7.6 ( ), (¡) ¨ (¢) ± ® ® ²¢¥ ²±²¢¥­­®. „°³£¨µ
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® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ³ ¯® ±²° ® ¥­­®£ ® ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ ­¥ ², ¯®-

½² ®¬³ ±³¬¬  ¨­¤¥ª ± ®¢ ¥£ ® ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ° ¢­  ‚ � • + ƒ .

‘®£ « ±­® ² ¥ ®° ¥¬¥ 7.1 ½² ® ·¨±« ® ° ¢­® 2.

( ) (¡)

•¨±³­®ª 7.5

( ) (¡) (¢)

•¨±³­®ª 7.6

.

‡  ¤  ·  7.2. Š ¦¤®© ² ®·ª ¥ X ± ´ ¥°» ± ®¯® ±² ¢« ¥­ ­¥ª ®-

² ®°»© ­¥­³« ¥¢®© ¢¥ª² ®° v ( X ) ²° ¥ µ¬¥°­®£ ® ¯° ® ±²° ­±²¢ .

‚¥ª² ®° v ­¥¯° ¥°»¢­® § ¢¨±¨² ® ² ² ®·ª¨ ± ´ ¥°», ­® ®­ ­¥

® ¡¿§ ² ¥«¼­® ª ± ¥ ²±¿ ± ´ ¥°». „®ª ¦¨² ¥, ·² ® µ ® ²¿ ¡» ®¤¨­

¨§ ¢¥ª² ®° ®¢ v ( X ) ¯¥°¯¥­¤¨ª ³«¿° ¥­ ª ± ² ¥«¼­®© ¯« ® ±ª ® ±-

²¨ ¢ ² ®·ª ¥ X .

‚¥ª² ®°­»¥ ¯®«¿ ¬® ¦­® ° ± ±¬ ²°¨¢ ²¼ ­¥ ² ®«¼ª ® ­ 

± ´ ¥° ¥, ­® ¨ ­  ¤°³£¨µ ¤¢³¬¥°­»µ ¯®¢¥° µ­® ±²¿µ. Ž¤­  ¨§

¤¢³¬¥°­»µ ¯®¢¥° µ­® ±² ¥© ¨§ ® ¡° ¦¥­  ¢ ° §­»µ ¢¨¤ µ ­ 

°¨±. 7.7. …¥ ­ §»¢ ¾² ±´¥°®© ± ²°¥¬¿ °³·ª ¬¨ ; ¯° ®¨±µ ®-

¦¤¥­¨¥ ² ª ®£ ® ­ §¢ ­¨¿ ¯®¿±­¿¥ ² °¨±. 7.7 (¡). €­ « ®£¨·-

­® ¬® ¦­® ®¯° ¥ ¤¥«¨²¼ ±´¥°³ ± g °³·ª ¬¨ . •  ± ´ ¥° ¥ ± g
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°³·ª ¬¨ ¬» ² ® ¦¥ ¡ ³ ¤¥¬ ° ± ±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢¥ª² ®°­»¥ ¯®«¿,

± ® ±² ®¿¹¨¥ «¨¸¼ ¨§ ª ± ² ¥«¼­»µ ¢¥ª² ®° ®¢.

( ) (¡)

•¨±³­®ª 7.7 •¨±³­®ª 7.8

•¨±³­®ª 7.9

Œ® ¦­® ±·¨² ²¼, ·² ® ± ´ ¥°  ± g

°³·ª ¬¨ ¨¬¥ ¥ ² ® ±¼ ±¨¬¬¥ ²°¨¨, ¯ -

° «« ¥«¼­³¾ ® ±¨ O z (°¨±. 7.8). • ±-

±¬® ²°¨¬ ­  ½² ®© ¯®¢¥° µ­® ±²¨ ¢¥ª-

² ®°­® ¥ ¯®« ¥, ²° ¥ª² ®°¨¨ ª ® ² ®° ®£ ®

« ¥¦ ² ¢ ¯« ® ±ª ® ±²¿µ z = c . Ž± ®-

¡»¥ ² ®·ª¨ ½² ®£ ® ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿

| ² ®·ª¨ ¯¥° ¥ ± ¥·¥­¨¿ ¯®¢¥° µ­® ±²¨

± ® ±¼¾ ±¨¬¬¥ ²°¨¨. ‘ ¬  ¿ ¢»± ®ª  ¿ ¨ ± ¬  ¿ ­¨§ª  ¿ ¨§ ½²¨µ

² ®·¥ª (².¥. ² ®·ª¨ ± ­ ¨¡ ®«¼¸¨¬ ¨ ­ ¨¬¥­¼¸¨¬ §­  ·¥­¨-

¥¬ ª ® ®°¤¨­ ²» z ) ¨¬¥¾² ¨­¤¥ª ± 1, ¯® ² ®¬³ ·² ® ²° ¥ª² ®-

°¨¨ ¢ ®ª° ¥ ±²­® ±²¿µ ½²¨µ ² ®·¥ª ¢»£ «¿¤¿² ª ª ®ª°³¦­®-

±²¨. Ž±² «¼­»¥ ® ± ® ¡»¥ ² ®·ª¨ ¨¬¥¾² ¨­¤¥ª ± � 1, ¯® ² ®¬³

·² ® ²° ¥ª² ®°¨¨ ¢ ®ª° ¥ ±²­® ±²¿µ ½²¨µ ² ®·¥ª ¢»£ «¿¤¿² ª ª

· ±²¨ £¨¯¥° ¡ ®« (¨ · ±²¨ «³·¥©). “ ° ± ±¬ ²°¨¢ ¥¬®£ ® ¢¥ª-

² ®°­®£ ® ¯®«¿ ¤¢¥ ® ± ® ¡»¥ ² ®·ª¨ ¨­¤¥ª ±  1 ¨ 2 g ® ± ® ¡»µ

² ®·¥ª ¨­¤¥ª ±  � 1, ¯®½² ®¬³ ±³¬¬  ¨­¤¥ª ± ®¢ ¥£ ® ® ± ® ¡»µ

² ®·¥ª ° ¢­  2 � 2 g .

’ ¥ ®° ¥¬  7.3. ‘³¬¬  ¨­¤¥ª±®¢ ®±®¡»µ ²®·¥ª ­¥¯°¥°»¢-

­®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  ±´¥°¥ ± g °³·ª ¬¨ ° ¢­  2 � 2 g .

•¥°¢®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®. ‘´ ¥°³ ± ²° ¥¬¿ °³·ª ¬¨ ¬® ¦­®

° §° ¥§ ²¼ ­  ¤¢¥ · ±²¨, ª ¦¤³¾ ¨§ ª ® ² ®°»µ ¬® ¦­® ¯° ®-

¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ¢ ¯« ® ±ª ³¾ ´ ¨£³°³ F , ¨§ ® ¡° ¦¥­­³¾ ­ 
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°¨±. 7.9. €­ « ®£¨·­® ¬® ¦­® ° §° ¥§ ²¼ ¨ ± ´ ¥°³ ± g °³·-

ª ¬¨. …±«¨ ­  ª°¨¢³¾ ° §° ¥§  ¯®¯  ¤ ¥ ² ® ± ® ¡  ¿ ² ®·ª ,

² ®, ±« ¥£ª  ¨§¬¥­¨¢ ª°¨¢³¾, ® ± ® ¡ ³¾ ² ®·ª ³ ¬® ¦­® ± ­¥ ¥

³¡° ²¼. •®½² ®¬³ ¡ ³ ¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·² ® ° §° ¥§ ­¥ ¯° ® µ ®¤¨²

·¥° ¥§ ® ± ® ¡»¥ ² ®·ª¨. ‘´ ¥°³ ± g °³·ª ¬¨, ª ª ¨ ® ¡»·­³¾

± ´ ¥°³, ¬® ¦­® ±¯«¾¹¨²¼ ² ª, ·² ® ¥ ¥ ® ¡ ¥ · ±²¨ ± ®¢¯  ¤³²

± ´ ¨£³° ®© F . ˆ§ ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ ­  ± ´ ¥° ¥ ± g °³·ª ¬¨

¯°¨ ½² ®¬ ¯®«³· ²±¿ ¤¢  ¢¥ª² ®°­»µ ¯®«¿ v ¨ w ­  ´ ¨£³° ¥

F , ¯°¨·¥¬ ­  ¢± ¥ µ £° ­¨·­»µ ®ª°³¦­® ±²¿µ ¢¥ª² ®°» v ( X )

¨ w ( X ) ±¨¬¬¥ ²°¨·­» ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ª ± ² ¥«¼­®© ¢ ² ®·ª ¥

X . ’ ° ¥ ¡ ³¥ ²±¿ ¤®ª § ²¼, ·² ® ±³¬¬  ¨­¤¥ª ± ®¢ ® ± ® ¡»µ ² ®-

·¥ª ½²¨µ ¢¥ª² ®°­»µ ¯®« ¥© ° ¢­  2 � 2 g . ‚® ±¯®«¼§³¥¬±¿

¤«¿ ½² ®£ ® ° ¥§³«¼² ² ®¬ §  ¤  ·¨ 7.1. •³ ±²¼ a ¨ b | ¨­¤¥ª-

±» ¢­¥¸­¥© ®ª°³¦­® ±²¨ ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¢¥ª² ®°­»µ ¯®« ¥©

v ¨ w ± ® ® ²¢¥ ²±²¢¥­­®, a

1

; : : : ; a

g

¨ b

1

; : : : ; b

g

| ¨­¤¥ª ±»

¢­³²° ¥­­¨µ ®ª°³¦­® ±² ¥© ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ½²¨µ ¢¥ª² ®°­»µ

¯®« ¥©. ’ ®£ ¤  a + b = 2, a

1

+ b

1

= 2, : : : , a

g

+ b

g

= 2 ± ®£ « ±-

­® §  ¤  ·¥ 7.1. •° ®¤®«¦¨¬ ¢¥ª² ®°­»¥ ¯®«¿ v ¨ w ­  ª°³-

£¨, ®£° ­¨·¥­­»¥ ¢­³²° ¥­­¨¬¨ ®ª°³¦­® ±²¿¬¨. ‘¤¥« ²¼

½² ® ¬® ¦­®, ­ ¯°¨¬¥°, ± ¯®¬®¹¼¾ £ ®¬® ² ¥ ²¨¨ ± ¶¥­²° ®¬

¢ ¶¥­²° ¥ ª°³£ . ‘³¬¬  ¨­¤¥ª ± ®¢ ¢± ¥ µ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ¯° ®-

¤®«¦¥­¨¿ ¯®«¿ v ° ¢­  a . ‘ ¤°³£ ®© ±² ®° ®­», ®­  ° ¢­ 

a

1

+ � � � + a

g

+ A , £ ¤¥ A | ±³¬¬  ¨­¤¥ª ± ®¢ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª

¨±µ ®¤­®£ ® ¯®«¿ v , ².¥. ² ¥ µ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª, ª ® ² ®°»¥ ¯°¨­  ¤-

« ¥¦ ² ´ ¨£³° ¥ F . ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, a = a

1

+ � � � + a

g

+ A .

€­ « ®£¨·­® b = b

1

+ � � � + b

g

+ B . ‘« ® ¦¨¢ ® ¡  ° ¢¥­±²¢ ,

¯®«³·¨¬

a + b = ( a

1

+ b

1

) + � � � + ( a

g

+ b

g

) + ( A + B ) ;

².¥. A + B = 2 � 2 g , ·² ® ¨ ²° ¥ ¡ ®¢ « ® ±¼.

‚²®°®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®. •¨±. 7.10 ¯®ª §»¢ ¥ ², ª ª ® ²

± ´ ¥°» ± g °³·ª ¬¨ ¬® ¦­® ¯¥° ¥©²¨ ª ± ´ ¥° ¥ ± g � 1 °³·ª ®©.

„«¿ ½² ®£ ® ­³¦­® ° §° ¥§ ²¼ ®¤­³ °³·ª ³ (°¨±. 7.10 ( )),

  § ² ¥¬ § ª« ¥¨²¼ ª°¨¢»¥ ° §° ¥§  ¤¢³¬¿ ¯®«³ ± ´ ¥° ¬¨

(°¨±. 7.10 (¡)).



80 • £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿

( ) (¡)

•¨±³­®ª 7.10

„«¿ g = 0, ².¥. ¤«¿ ® ¡»·-

­®© ± ´ ¥°», ² ¥ ®° ¥¬  7.3 ³¦¥

¤®ª § ­  (±¬. ² ¥ ®° ¥¬³ 7.1).

•° ¥ ¤¯®« ® ¦¨¬, ·² ® ³²¢¥°¦¤¥-

­¨¥ ² ¥ ®° ¥¬» 7.3 ¤®ª § ­® ¤«¿

«¾¡ ®£ ® ­¥¯° ¥°»¢­®£ ® ¢¥ª² ®°-

­®£ ® ¯®«¿ ­  ± ´ ¥° ¥ ± g � 1

°³·ª ®©. •³¦­® ¤®ª § ²¼ ¥£ ®

¤«¿ ± ´ ¥°» ± g °³·ª ¬¨. • ±-

±¬® ²°¨¬ ¯° ®¨§¢®«¼­® ¥ ­¥¯° ¥-

°»¢­® ¥ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ ­  ± ´ ¥° ¥ ± g °³·ª ¬¨. •¥° ¥©¤¥¬

ª ± ´ ¥° ¥ ± g � 1 °³·ª ®©, ª ª ¯®ª § ­® ­  °¨±. 7.10. •°¨

½² ®¬ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ ­¥ ®¯° ¥ ¤¥« ¥­® ­  ¤¢³µ ¯®«³ ± ´ ¥° µ.

•® ¥£ ® ¬® ¦­® ­  ­¨µ ­¥¯° ¥°»¢­® ¯° ®¤®«¦¨²¼, ¯° ¥ ¤±² -

¢¨¢ ¯®«³ ± ´ ¥°³ ª ª ª°³£ ¨ ° ± ±¬® ²° ¥¢ £ ®¬® ² ¥ ²¨¾ ± ¶¥­-

²° ®¬ ¢ ¶¥­²° ¥ ª°³£ . ‘« ¥£ª  ¨§¬¥­¨¢ ¯°¨ ­¥ ® ¡ µ ®¤¨¬®-

±²¨ ° §° ¥§, ¬® ¦­® ±·¨² ²¼, ·² ® ®­ ­¥ ¯° ® µ ®¤¨² ·¥° ¥§

® ± ® ¡»¥ ² ®·ª¨. ‚¥ª² ®°­»¥ ¯®«¿ ­  ª°¨¢»µ ° §° ¥§  ¯° ®-

¨±µ ®¤¿² ¨§ ®¤­®£ ® ¨ ² ®£ ® ¦¥ ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ ­  ± ´ ¥-

° ¥ ± g °³·ª ¬¨. •®½² ®¬³ ¨§ ¤¢³µ ° ± ±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ¯®-

«³ ± ´ ¥° ± §  ¤ ­­»¬¨ ­  ­¨µ ¢¥ª² ®°­»¬¨ ¯®«¿¬¨ ¬® ¦-

­® ±ª« ¥¨²¼ ± ´ ¥°³ ² ª, ·² ® ­  ­¥© ¯®«³·¨¬ ­¥¯° ¥°»¢­® ¥

¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥. ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, ±³¬¬  ¨­¤¥ª ± ®¢ ® ± ® ¡»µ

² ®·¥ª ­  ¤¢³µ ¯®«³ ± ´ ¥° µ ° ¢­  2. —² ® ¡» ­ ©²¨ ±³¬-

¬³ ¨­¤¥ª ± ®¢ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ­  ® ±² «¼­®© · ±²¨ ± ´ ¥°» ±

g � 1 °³·ª ®©, ­³¦­® ¨§ ±³¬¬» ¨­¤¥ª ± ®¢ ¢± ¥ µ ® ± ® ¡»µ ² ®-

·¥ª ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ ­  ± ´ ¥° ¥ ± g � 1 °³·ª ®© ¢»·¥ ±²¼ 2.

‚ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¯®«³·¨¬ 2 � 2( g � 1) � 2 = 2 � 2 g , ·² ® ¨

²° ¥ ¡ ®¢ « ® ±¼ .

‘« ¥ ¤±²¢¨¥. …±«¨ g 6= 1 , ²® ­  ±´¥°¥ ± g °³·ª ¬¨ «¾¡®¥

­¥¯°¥°»¢­®¥ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ¨¬¥¥² ®±®¡³¾ ²®·ª³.

‘´ ¥°  ± ®¤­®© °³·ª ®© | ½² ® ² ®°. •  ­¥¬ ¬® ¦­®

¯® ±²° ®¨²¼ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ ¡ ¥§ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª. • ¯°¨¬¥°,
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¯° ¥ ¤±² ¢¨¬ ² ®° ª ª ¢° ¹ ¾¹¥ ¥ ±¿ ª ®« ¥ ± ® ¨ ° ± ±¬® ²°¨¬

­  ­¥¬ ¯®« ¥ ±ª ®° ® ±² ¥© ¤¢¨¦¥­¨¿ ² ®·¥ª.

•  ± ´ ¥° ¥ ± g °³·ª ¬¨ ¬® ¦­® ¯® ±²° ®¨²¼ ­¥¯° ¥°»¢­® ¥

¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ ± ®¤­®© ® ± ® ¡ ®© ² ®·ª ®© ¨­¤¥ª ±  2 � 2 g . ‚®§¼-

¬¥¬ ¤«¿ ½² ®£ ® ¯° ®¨§¢®«¼­® ¥ ­¥¯° ¥°»¢­® ¥ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥

± ª ®­¥·­»¬ ·¨±« ®¬ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª. ‘® ¥ ¤¨­¨¬ ¤¢¥ ® ± ® ¡»¥

² ®·ª¨ ¯³² ¥¬,   § ² ¥¬ ± ®«¼¥¬ ¨µ ¢ ®¤­³ ® ± ® ¡ ³¾ ² ®·ª ³,

±²¿­³¢ ¯³²¼ ¢ ² ®·ª ³. ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥ ·¨±« ® ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª

³¬¥­¼¸¨²±¿ ­  1. ‘¤¥« ¢ ² ª ­¥ ±ª ®«¼ª ® ° §, ¯®«³·¨¬ ¢¥ª-

² ®°­® ¥ ¯®« ¥ ± ®¤­®© ® ± ® ¡ ®© ² ®·ª ®©. •® ­ °¨± ®¢ ²¼ ¥£ ®

­  ± ´ ¥° ¥ ± g °³·ª ¬¨ § ²°³ ¤­¨² ¥«¼­®. —² ® ¡» ¯®«³·¨²¼

¿¢­® ¥ ¨§ ® ¡° ¦¥­¨¥ ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ ± ®¤­®© ® ± ® ¡ ®© ² ®·-

ª ®© ­  ± ´ ¥° ¥ ± g °³·ª ¬¨, ¬® ¦­® ¯® ±²³¯¨²¼ ¯®-¤°³£ ®¬³.

• §° ¥¦¥¬ ± ´ ¥°³ ± g °³·ª ¬¨ ­  ¤¢¥ · ±²¨ ¨ ¯° ®¤¥ ´ ®°¬¨-

°³¥¬ ª ¦¤³¾ ¨§ ­¨µ ¢ ´ ¨£³°³, ¨§ ® ¡° ¦¥­­³¾ ­  °¨±. 7.9.

•¨± ®¢ ²¼ ­  ¯« ® ±ª¨µ ´ ¨£³° µ ¢± ¥ ¦¥ ¯° ®¹¥. •  ®¤­®© ¨§

· ±² ¥© ¬® ¦­® ¢§¿²¼ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ v ± ¯ ° «« ¥«¼­»¬¨

²° ¥ª² ®°¨¿¬¨. „«¿ ± ´ ¥°» ± ¤¢³¬¿ °³·ª ¬¨ ¥£ ® ²° ¥ª-

² ®°¨¨ ¨§ ® ¡° ¦¥­» ­  °¨±. 7.11. •  £° ­¨·­»µ ®ª°³¦­®-

±²¿µ ¤°³£ ®© · ±²¨ ¯®«³· ¥¬ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ w , ¤«¿ ª ®-

² ®° ®£ ® ¢¥ª² ®° w ( X ) ±¨¬¬¥ ²°¨·¥­ ¢¥ª² ®°³ v ( X ) ® ²­® ±¨-

² ¥«¼­® ª ± ² ¥«¼­®© ª ®ª°³¦­® ±²¨ ¢ ² ®·ª ¥ X . „«¿ ± ´ ¥°»

± ¤¢³¬¿ °³·ª ¬¨ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ w ­  ª° ¥ ¨§ ® ¡° ¦¥­®

­  °¨±. 7.11 (¡). Ž±­®¢­  ¿ ²°³ ¤­® ±²¼ § ª«¾· ¥ ²±¿ ¢ ² ®¬,

·² ® ¡» ¯° ®¤®«¦¨²¼ ¥£ ® ­  ¢±¾ ´ ¨£³°³.

( ) (¡)

•¨±³­®ª 7.11
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.

‡  ¤  ·  7.3. •° ®¤®«¦¨² ¥ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥, ¨§ ® ¡° ¦¥­­® ¥

­  °¨±. 7.11 (¡), ­  ¢±¾ ´ ¨£³°³.

•¥¸¥­¨¿

I

7.1. ‚® ±¯®«¼§³¥¬±¿ ® ¡ ®§­  ·¥­¨¿¬¨ °¨±. 7.12. ’  ª ª ª ¢¥ª-

² ®°» v ¨ w ±¨¬¬¥ ²°¨·­» ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ª ± ² ¥«¼­®©, ² ®

'

1

+ '

2

= 2(90

�

+ � ). •®½² ®¬³ '

2

= 180

�

+ 2 � � '

1

. •³ ±²¼

² ®·ª  X ± ®¢¥°¸ ¥ ² ¯®«­»© ® ¡ µ ®¤ ®ª°³¦­® ±²¨, ².¥. ³£ ®« �

¨§¬¥­¿¥ ²±¿ ® ² 0

�

¤® 360

�

. …±«¨ ¯°¨ ½² ®¬ ³£ ®« '

1

¨§¬¥­¿-

¥ ²±¿ ­  n � 360

�

, ² ® ³£ ®« '

2

¨§¬¥­¿¥ ²±¿ ­  2 � 360

�

� n � 360

�

.

•² ® ®§­  · ¥ ², ·² ® ¥ ±«¨ ¯°¨ ® ¡ µ ®¤¥ ®ª°³¦­® ±²¨ ¢¥ª² ®° v

± ®¢¥°¸ ¥ ² n ® ¡ ®° ® ² ®¢, ² ® ¢¥ª² ®° w ± ®¢¥°¸ ¥ ² 2 � n ® ¡ ®° ®-

² ®¢. ‘®£ « ±­® ² ¥ ®° ¥¬¥ 6.1 ±³¬¬» ¨­¤¥ª ± ®¢ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª

¢¥ª² ®°­»µ ¯®« ¥© v ¨ w ° ¢­» n ¨ 2 � n ± ® ® ²¢¥ ²±²¢¥­­®.

•®½² ®¬³ ±³¬¬  ¨­¤¥ª ± ®¢ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ¯®« ¥© v ¨ w ° ¢­ 

n + (2 � n ) = 2.

•¨±³­®ª 7.12 •¨±³­®ª 7.13

I

7.2. ‘®¯® ±² ¢¨¬ ª ¦¤®© ² ®·ª ¥ X , ¯°¨­  ¤« ¥¦ ¹¥© ± ´ ¥° ¥,

¯° ® ¥ª¶¨¾ ¢¥ª² ®°  v ( X ) ­  ¯« ® ±ª ® ±²¼, ª ± ¾¹³¾±¿ ± ´ ¥°»

¢ ² ®·ª ¥ X . ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¯®«³·¨¬ ­¥¯° ¥°»¢­® ¥ ¢¥ª² ®°­® ¥

¯®« ¥ ­  ± ´ ¥° ¥. ‘®£ « ±­® ² ¥ ®° ¥¬¥ 7.1 ³ ½² ®£ ® ¢¥ª² ®°­®£ ®

¯®«¿ ¥ ±²¼ ® ± ® ¡  ¿ ² ®·ª  X

0

, ².¥. ¯° ® ¥ª¶¨¿ ¢¥ª² ®°  v ( X

0

)
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­  ª ± ² ¥«¼­³¾ ¯« ® ±ª ® ±²¼ ­³« ¥¢  ¿. •² ® ®§­  · ¥ ², ·² ® ¢¥ª-

² ®° v ( X

0

) ¯¥°¯¥­¤¨ª ³«¿° ¥­ ª ± ² ¥«¼­®© ¯« ® ±ª ® ±²¨.

I

7.3. ‘¬. °¨±. 7.13.



8

ƒ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬» ¡ ¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ

² ®·¥ª. •¥°¨®¤¨·¥ ±ª¨¥

£ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬»

‘®£ « ±­® ² ¥ ®° ¥¬¥ 6.3 «¾¡ ® ¥ ­¥¯° ¥°»¢­® ¥ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¥

¤¨±ª  D

2

¢ ± ¥ ¡¿ ¨¬¥ ¥ ² ­¥¯®¤¢¨¦­³¾ ² ®·ª ³. …±«¨ ¦¥ ¨§

¤¨±ª  ¢»° ¥§ ²¼ ­¥ ±ª ®«¼ª ® ª°³£ ®¢, ² ® ¤«¿ ¯®«³·¥­­®£ ®

ª°³£  ± ¤»°ª ¬¨ ³¦¥ ¬® ¦­® ¯® ±²° ®¨²¼ ­¥¯° ¥°»¢­® ¥ ® ² ®-

¡° ¦¥­¨¥ ¢ ± ¥ ¡¿ ¡ ¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª. ‘¤¥« ²¼ ½² ® ­¥-

±« ® ¦­®.

.

‡  ¤  ·  8.1. •® ±²° ®©² ¥ ­¥¯° ¥°»¢­® ¥ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¥ ¡ ¥§

­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª ª°³£  ± n ¤»°ª ¬¨ ¢ ± ¥ ¡¿.

•¨±³­®ª 8.1

‡  ¤  ·³ 8.1 ¬® ¦­® ³ ±« ® ¦-

­¨²¼, ¯® ²° ¥ ¡ ®¢ ¢, ·² ® ¡» ® ² ®-

¡° ¦¥­¨¥ ¡ ¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®-

·¥ª ¡»« ® £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬®¬. ’  -

ª ® ¥ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¥ ª ®«¼¶  (ª°³£ 

± ®¤­®© ¤»°ª ®©) ¯® ±²° ®¨²¼ « ¥£-

ª ®. „«¿ ½² ®£ ® ¤® ±² ² ®·­® ° ±-

±¬® ²° ¥ ²¼ ¯®¢®° ® ² ª ®«¼¶  ­  ­¥-

­³« ¥¢®© ³£ ®«. …±«¨ ª ®«¨·¥ ±²¢®

¤»° ®ª n ¡ ®«¼¸¥ ¤¢³µ, ² ® ¯®-

±²° ®¨²¼ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ ¡ ¥§ ­¥-

¯®¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª ² ® ¦¥ ­¥ ±« ® ¦­®. Œ® ¦­® ±·¨² ²¼, ·² ®
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®¤­  ¤»°ª  ° ±¯®« ® ¦¥­  ¢ ¶¥­²° ¥, ¯°¨·¥¬ ´ ¨£³°  ¯¥° ¥ µ ®-

¤¨² ¢ ± ¥ ¡¿ ¯°¨ ¯®¢®° ® ² ¥ ­  ³£ ®«

2 �

n � 1

(°¨±. 8.1). Ž·¥¢¨¤-

­®, ·² ® ­¨ ®¤­  ² ®·ª  ´ ¨£³°» ­¥ ® ±² ¥ ²±¿ ­¥¯®¤¢¨¦­®©

¯°¨ ½² ®¬ ¯®¢®° ® ² ¥.

.

‡  ¤  ·  8.2. ‘³¹¥ ±²¢³¥ ² «¨ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ ¡ ¥§ ­¥¯®-

¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª ¤«¿ ª°³£  ± ¤¢³¬¿ ¤»°ª ¬¨?

•³ ±²¼ f : M ! M | ® ² ® ¡° ¦¥­¨¥ ­¥ª ® ² ®° ®£ ® ¬­®-

¦¥ ±²¢  M ¢ ± ¥ ¡¿, m | ­¥ª ® ² ®°»© ½« ¥¬¥­² ¬­® ¦¥ ±²¢  M .

•®« ® ¦¨¬, f

2

( m ) = f ( f ( m )) ¨ f

k

( m ) = f ( f

k � 1

( m )) ¯°¨

k > 3. Ž² ® ¡° ¦¥­¨¥ f ­ §»¢ ¾² ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬ , ¥ ±«¨ ¯°¨

­¥ª ® ² ®° ®¬ p > 2 ¤«¿ ¢± ¥ µ ½« ¥¬¥­² ®¢ ¬­® ¦¥ ±²¢  M ±¯° -

¢¥ ¤«¨¢® ° ¢¥­±²¢® f

p

( m ) = m . • ¨¬¥­¼¸¥ ¥ ¨§ ¢± ¥ µ ² ª¨µ

·¨± ¥« p ­ §»¢ ¾² ¯¥°¨®¤®¬ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¿ f .

•°¥¤®±²¥°¥¦¥­¨¥. •®­¿²¨¥ ¯¥°¨®¤  ® ² ® ¡° ¦¥­¨¿ ­¥ ¨¬¥-

¥ ² ® ²­®¸¥­¨¿ ª ¯®­¿²¨¾ ¯¥°¨®¤  ´³­ª¶¨¨. • ¯®¬­¨¬,

·² ® ¯¥°¨®¤®¬ ´³­ª¶¨¨ f ­ §»¢ ¾² ² ª ® ¥ ·¨±« ® T , ·² ®

f ( x + T ) = f ( x ) ¤«¿ ¢± ¥ µ ·¨± ¥« x .

•°¨¬¥° ®¬ ¯¥°¨®¤¨·¥ ±ª ®£ ® ® ² ® ¡° ¦¥­¨¿ ±«³¦¨² ¯®¢®-

° ® ² ´ ¨£³°» ­  ³£ ®«, ª° ²­»© � .

•®­¿²¨¥ ¯¥°¨®¤  ¨¬¥ ¥ ² ±¬»±« ­¥ ² ®«¼ª ® ¤«¿ ­¥¯° ¥°»¢-

­»µ ® ² ® ¡° ¦¥­¨©, ­® ¬», ª ª ¨ ° ­¼¸¥, ¡ ³ ¤¥¬ ° ± ±¬ ²°¨-

¢ ²¼ «¨¸¼ ­¥¯° ¥°»¢­»¥ ¯¥°¨®¤¨·¥ ±ª¨¥ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¿.

.

‡  ¤  ·  8.3. •°¨¢¥ ¤¨² ¥ ¯°¨¬¥° ­¥¯° ¥°»¢­®£ ® ¯¥°¨®¤¨-

·¥ ±ª ®£ ® ® ² ® ¡° ¦¥­¨¿ f ¯¥°¨®¤  4, ª ® ² ®° ® ¥ ¤«¿ · ±²¨ ² ®-

·¥ª ¨¬¥ ¥ ² ¯¥°¨®¤ 2, ².¥. ¤«¿ ½²¨µ ² ®·¥ª f ( f ( m )) = m ¨

f ( m ) 6= m .

Ž± ® ¡ ® ¥ ¬¥ ±² ® ±° ¥ ¤¨ ¯¥°¨®¤¨·¥ ±ª¨µ ® ² ® ¡° ¦¥­¨© § -

­¨¬ ¾² ® ² ® ¡° ¦¥­¨¿ ¯¥°¨®¤  2. “ ­¨µ ¤ ¦¥ ¥ ±²¼ ±¯¥¶¨-

 «¼­® ¥ ­ §¢ ­¨¥. Ž² ® ¡° ¦¥­¨¥ ¯¥°¨®¤  2 ­ §»¢ ¾² ¨­-

¢®«¾¶¨¥© . ˆ­»¬¨ ±« ®¢ ¬¨, ¨­¢®«¾¶¨¿ | ½² ® ² ª ® ¥ ­¥ ² ®-

¦¤¥ ±²¢¥­­® ¥ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¥ f : M ! M , ·² ® f ( f ( m )) = m .

•°¨¬¥° ®¬ ¨­¢®«¾¶¨¨ ±«³¦¨² ±¨¬¬¥ ²°¨¿ ® ²­® ±¨² ¥«¼-

­® ² ®·ª¨, ¯°¿¬®© ¨«¨ ¯« ® ±ª ® ±²¨.
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•³ ±²¼ f | ¨­¢®«¾¶¨¿ ¬­® ¦¥ ±²¢  M . ‘®¯® ±² ¢¨¬ ª -

¦¤®¬³ ½« ¥¬¥­²³ m ½² ®£ ® ¬­® ¦¥ ±²¢  ¯ °³ f m; f ( m ) g . •°¨

½² ®¬ ½« ¥¬¥­²³ f ( m ) ± ®¯® ±² ¢«¿¥ ²±¿ ²  ¦¥ ± ¬  ¿ ¯ ° , ² ª

ª ª f ( f ( m )) = m . ‚ ­¥ª ® ² ®°»µ ±«³·  ¿µ ½« ¥¬¥­²» m ¨

f ( m ) ± ®¢¯  ¤ ¾², ².¥. m = f ( m ). • ¯®¬­¨¬, ·² ® ² ª¨¥

½« ¥¬¥­²» ­ §»¢ ¾² ­¥¯®¤¢¨¦­»¬¨.

’  ª¨¬ ® ¡° § ®¬, ¯® ¨­¢®«¾¶¨¨ f ¬® ¦­® ¯® ±²° ®¨²¼ ° §-

¡¨¥­¨¥ ¬­® ¦¥ ±²¢  M ­  ¯ °» ½« ¥¬¥­² ®¢ f m; f ( m ) g ¨ ® ²-

¤¥«¼­»¥ ­¥¯®¤¢¨¦­»¥ ½« ¥¬¥­²». Ÿ±­® ² ª¦¥, ·² ® ¢¥°­®

¨ ® ¡° ²­® ¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥, ².¥. ¯® ° § ¡¨¥­¨¾ ¬­® ¦¥ ±²¢  M

­  ¯ °» ½« ¥¬¥­² ®¢ ¨ ® ² ¤¥«¼­»¥ ½« ¥¬¥­²» ¬® ¦­® ¯® ±²° ®-

¨²¼ ¨­¢®«¾¶¨¾. •« ¥¬¥­²» ª ¦¤®© ¯ °» ®­  ® ² ® ¡° ¦ ¥ ²

¤°³£ ¢ ¤°³£ ,   ª ¦¤»© ® ² ¤¥«¼­»© ½« ¥¬¥­² ®­  ® ² ® ¡° -

¦ ¥ ² ¢ ± ¬®£ ® ± ¥ ¡¿.

•°¨¬¥° ¨­¢®«¾¶¨¨ ®ª°³¦­® ±²¨ ¬® ¦­® ¯®«³·¨²¼ ±« ¥-

¤³¾¹¨¬ ® ¡° § ®¬. ‚»¡ ¥° ¥¬ ² ®·ª ³ A , ­¥ « ¥¦ ¹³¾ ­ 

®ª°³¦­® ±²¨. •³ ±²¼ X | ² ®·ª  ®ª°³¦­® ±²¨. Ž² ® ¡° §¨¬

¥ ¥ ¢ ² ®·ª ³ f ( X ), ¢ ª ® ² ®° ®© ¯°¿¬  ¿ AX ¢² ®°¨·­® ¯¥° ¥-

± ¥ª ¥ ² ®ª°³¦­® ±²¼ (¥ ±«¨ AX | ª ± ² ¥«¼­  ¿ ª ®ª°³¦-

­® ±²¨, ² ® f ( X ) = X ). „«¿ ² ®·ª¨ A , « ¥¦ ¹¥© ¢­³²°¨

®ª°³¦­® ±²¨, ¯®«³· ¥¬ ¨­¢®«¾¶¨¾ ¡ ¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®-

·¥ª (°¨±. 8.2 ( )),   ¤«¿ ² ®·ª¨ A , « ¥¦ ¹¥© ¢­¥ ®ª°³¦­®-

±²¨, ¯®«³· ¥¬ ¨­¢®«¾¶¨¾ ± ¤¢³¬¿ ­¥¯®¤¢¨¦­»¬¨ ² ®·-

ª ¬¨ (°¨±. 8.2 (¡)). •² ® ±¢¿§ ­® ± ² ¥¬, ·² ® ¨§ ² ®·ª¨,

( ) (¡)

•¨±³­®ª 8.2
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« ¥¦ ¹¥© ¢­³²°¨ ®ª°³¦­® ±²¨, ­¥«¼§¿ ¯° ®¢¥ ±²¨ ­¨ ®¤­®©

ª ± ² ¥«¼­®©,   ¨§ ² ®·ª¨, « ¥¦ ¹¥© ¢­¥ ®ª°³¦­® ±²¨, ¬® ¦-

­® ¯° ®¢¥ ±²¨ ° ®¢­® ¤¢¥ ª ± ² ¥«¼­»¥. Žª §»¢ ¥ ²±¿, ·² ® ­¥-

¯° ¥°»¢­»µ ¨­¢®«¾¶¨© ®ª°³¦­® ±²¨ ± ¤°³£¨¬ ·¨±« ®¬ ­¥-

¯®¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª ­¥ ±³¹¥ ±²¢³¥ ².

.

‡  ¤  ·  8.4. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ª ®«¨·¥ ±²¢® ­¥¯®¤¢¨¦­»µ

² ®·¥ª «¾¡ ®© ­¥¯° ¥°»¢­®© ¨­¢®«¾¶¨¨ ®ª°³¦­® ±²¨ ° ¢­®

0 ¨«¨ 2.

.

‡  ¤  ·  8.5.  ) •® ±²° ®©² ¥ ¯°¨¬¥° ¨­¢®«¾¶¨¨ ² ®°  ¡ ¥§

­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª.

¡) •® ±²° ®©² ¥ ¨­¢®«¾¶¨¾ ² ®°  ± ·¥ ²»°¼¬¿ ­¥¯®¤¢¨¦-

­»¬¨ ² ®·ª ¬¨.

¢) •® ±²° ®©² ¥ ¨­¢®«¾¶¨¾ ² ®° , ¬­® ¦¥ ±²¢® ­¥¯®¤¢¨¦-

­»µ ² ®·¥ª ª ® ² ®° ®© | ®ª°³¦­® ±²¼.

.

‡  ¤  ·  8.6. •® ±²° ®©² ¥ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¥ ² ®° , ¨¬¥¾¹¥ ¥ ¯¥-

°¨®¤ 3 ¨ ¨¬¥¾¹¥ ¥ ° ®¢­® 3 ­¥¯®¤¢¨¦­»¥ ² ®·ª¨.

•°¨¢¥ ¤¥¬ ¤¢  ¯°¨¬¥°  ¨­¢®«¾¶¨¨ ± ´ ¥°» ± g °³·ª ¬¨.

•¨±³­®ª 8.3

•°¨¬¥° 1. Œ® ¦­® ±·¨² ²¼,

·² ® ± ´ ¥°  ± g °³·ª ¬¨

¨¬¥ ¥ ² ¶¥­²° ±¨¬¬¥ ²°¨¨ O

(°¨±. 8.3). ‘¨¬¬¥ ²°¨¿ ® ²-

­® ±¨² ¥«¼­® ² ®·ª¨ O ¿¢«¿-

¥ ²±¿ ¨­¢®«¾¶¨¥© ± ´ ¥°» ±

°³·ª ¬¨, ¯°¨·¥¬ ½²  ¨­¢®-

«¾¶¨¿ ­¥ ¨¬¥ ¥ ² ­¥¯®¤¢¨¦-

­»µ ² ®·¥ª. ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, ­¥¯®¤¢¨¦­®© ² ®·ª ®© ° ± ±¬ ²°¨-

¢ ¥¬®© ±¨¬¬¥ ²°¨¨ ¿¢«¿¥ ²±¿ «¨¸¼ ² ®·ª  O . ‚ § ¢¨±¨¬® ±²¨

® ² ·¥ ²­® ±²¨ g ®­  ° ±¯®« ® ¦¥­  «¨¡ ® ¢­¥ ± ´ ¥°» ± °³·ª ¬¨,

«¨¡ ® ¢­³²°¨ ¥ ¥, ­® ¢ ® ¡ ®¨µ ±«³·  ¿µ ² ®·ª  O ­¥ ¯°¨­  ¤« ¥-

¦¨² ± ´ ¥° ¥ ± °³·ª ¬¨.

•°¨¬¥° 2. Œ® ¦­® ±·¨² ²¼, ·² ® ± ´ ¥°  ± g °³·ª ¬¨ ¨¬¥ ¥ ²

® ±¼ ±¨¬¬¥ ²°¨¨ (±¬. ±­®¢  °¨±. 8.3). ‘¨¬¬¥ ²°¨¿ ® ²­® ±¨-

² ¥«¼­® ® ±¨ ¿¢«¿¥ ²±¿ ¨­¢®«¾¶¨¥© ± ´ ¥°» ± g °³·ª ¬¨. •®
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½²  ¨­¢®«¾¶¨¿ ­¥ ¯°¨ ¢± ¥ µ g ¡ ³ ¤¥ ² ¨­¢®«¾¶¨¥© ¡ ¥§ ­¥¯®-

¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª. „¥« ® ¢ ² ®¬, ·² ® ¯°¨ ·¥ ²­®¬ g ® ±¼ ±¨¬¬¥-

²°¨¨ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¥ ² ± ´ ¥°³ ± °³·ª ¬¨ ¢ ¤¢³µ ² ®·ª µ. € ¯°¨

­¥·¥ ²­®¬ g ¯®«³· ¥¬ ¨­¢®«¾¶¨¾ ¡ ¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª.

Œ¥¦¤³ ¨­¢®«¾¶¨¿¬¨, ¯® ±²° ® ¥­­»¬¨ ¢ ¯°¨¬¥° µ 1 ¨

2, ¥ ±²¼ ±³¹¥ ±²¢¥­­® ¥ ° §«¨·¨¥. ˆ­¢®«¾¶¨¨ ¨§ ¯°¨¬¥°  1

¨§¬¥­¿¾² ®°¨¥­² ¶¨¾ ± ´ ¥°» ± °³·ª ¬¨,   ¨­¢®«¾¶¨¨ ¨§

¯°¨¬¥°  2 ± ® µ° ­¿¾² ®°¨¥­² ¶¨¾ . Œ» ¨¬¥ ¥¬ ¢ ¢¨¤³ ±« ¥-

¤³¾¹¥ ¥. • ± ±¬® ²°¨¬ ¯ °³ ¢¥ª² ®° ®¢, ª ± ¾¹¨µ ±¿ ± ´ ¥°» ±

°³·ª ¬¨ ¢ ®¤­®© ² ®·ª ¥. • ¯° ¢« ¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ® ² ¯¥°¢®£ ®

¢¥ª² ®°  ª ® ¢² ®° ®¬³ §  ¤ ¥ ² ®°¨¥­² ¶¨¾ ± ´ ¥°» ± °³·ª ¬¨.

ˆ­¢®«¾¶¨¿ ¯¥° ¥¢®¤¨² ¤ ­­³¾ ¯ °³ ª ± ² ¥«¼­»µ ¢¥ª² ®-

° ®¢ ¢ ¤°³£³¾ ¯ °³ ª ± ² ¥«¼­»µ ¢¥ª² ®° ®¢. ‚ ±«³· ¥ ±¨¬-

¬¥ ²°¨¨ ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ² ®·ª¨ ­®¢  ¿ ¯ °  ª ± ² ¥«¼­»µ ¢¥ª-

² ®° ®¢ §  ¤ ¥ ² ¤°³£³¾ ®°¨¥­² ¶¨¾ ± ´ ¥°» ± °³·ª ¬¨,   ¢

±«³· ¥ ±¨¬¬¥ ²°¨¨ ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¯°¿¬®© | ²³ ¦¥ ± ¬³¾

®°¨¥­² ¶¨¾.

…±«¨ ­  ¬­® ¦¥ ±²¢¥ M §  ¤ ­  ¨­¢®«¾¶¨¿ f , ² ® ¬® ¦­®

® ² ® ¦¤¥ ±²¢¨²¼ ² ®·ª ³ m ± ² ®·ª ®© f ( m ); ¯°¨ ½² ®¬ ² ®·ª 

f ( m ) ® ² ® ¦¤¥ ±²¢«¿¥ ²±¿ ± ² ®·ª ®© m , ² ª ª ª f ( f ( m )) = m .

•²³ ®¯¥° ¶¨¾ ¡ ³ ¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ±ª«¥©ª®© ¯® ¨­¢®«¾¶¨¨ .

•® ±¬® ²°¨¬, ·² ® ¯®«³· ¥ ²±¿ ¨§ ± ´ ¥°» ± g °³·ª ¬¨ ¯°¨

±ª« ¥©ª ¥ ¯® ¨­¢®«¾¶¨¿¬, ¯® ±²° ® ¥­­»¬ ¢ ¯°¨¬¥° µ 1 ¨ 2.

•  · ²¼ ¯° ®¹¥ ¢± ¥£ ® ± ¨­¢®«¾¶¨© ¨§ ¯°¨¬¥°  2 ¤«¿ ± ´ ¥°

± ­¥·¥ ²­»¬ ·¨±« ®¬ °³·¥ª. ’  ª¨¥ ¨­¢®«¾¶¨¨ ± ® µ° ­¿¾²

®°¨¥­² ¶¨¾ ¨ ­¥ ¨¬¥¾² ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª.

• ± ±¬® ²°¨¬ ± ´ ¥°³ ± ­¥·¥ ²­»¬ ·¨±« ®¬ °³·¥ª, ±¨¬¬¥-

²°¨·­³¾ ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¯°¿¬®© (°¨±. 8.3). ’  ª ³¾ ± ´ ¥°³ ±

°³·ª ¬¨ ¬® ¦­® ° §° ¥§ ²¼ ¯« ® ±ª ® ±²¼¾, ¯° ® µ ®¤¿¹¥© ·¥° ¥§

® ±¼ ±¨¬¬¥ ²°¨¨, ­  ¤¢¥ · ±²¨, ®¤­  ¨§ ª ® ² ®°»µ ¨§ ® ¡° ¦¥-

­  ­  °¨±. 8.4. ’ ®·ª¨ ®¤­®© · ±²¨ ¬® ¦­® ±ª« ¥¨²¼ ± ² ®·-

ª ¬¨ ¤°³£ ®© · ±²¨, ¯®½² ®¬³ ¤® ±² ² ®·­® ° ± ±¬® ²° ¥ ²¼ ®¤-

­³ ¨§ ¤¢³µ · ±² ¥© ± ´ ¥°» ± °³·ª ¬¨. •® ­  £° ­¨¶¥ ½² ®©

· ±²¨ ¥ ±²¼ ² ®·ª¨, ±¨¬¬¥ ²°¨·­»¥ ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¨±µ ®¤­®©

® ±¨ ±¨¬¬¥ ²°¨¨. ˆµ ­³¦­® ±ª« ¥¨²¼. •  °¨±. 8.4 ¨§ ® ¡° ¦¥-
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­» ±²° ¥«ª¨, ª ® ² ®°»¥ ­³¦­® ±ª« ¥¨²¼. „«¿ ± ´ ¥°» ± ²° ¥¬¿

°³·ª ¬¨ ¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¯®«³·¨²±¿ ± ´ ¥°  ± ¤¢³¬¿ °³·ª ¬¨,

  ¤«¿ ± ´ ¥°» ± 2 g + 1 °³·ª ®© ¯®«³·¨²±¿ ± ´ ¥°  ± g + 1 °³·ª ®©.

( ) (¡)

•¨±³­®ª 8.4 •¨±³­®ª 8.5

• ± ±¬® ²°¨¬ ² ¥¯¥°¼ ±ª« ¥©ª¨ ¯® ¨­¢®«¾¶¨¿¬ ¨§ ¯°¨-

¬¥°  1. • ¯®¬­¨¬, ·² ® ®­¨ ¨§¬¥­¿¾² ®°¨¥­² ¶¨¾ ¨ ­¥

¨¬¥¾² ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª. ‘«³· ¨ ± ´ ¥° ± ·¥ ²­»¬ ¨ ­¥-

·¥ ²­»¬ ·¨±« ®¬ °³·¥ª ­³¦­® ° ± ±¬ ²°¨¢ ²¼ ® ² ¤¥«¼­®. • 

°¨±. 8.5 ¯®ª § ­®, ª ª¨¥ ±ª« ¥©ª¨ ­³¦­® ±¤¥« ²¼ ¤«¿ ± ´ ¥° ±

¤¢³¬¿ ¨ ²° ¥¬¿ °³·ª ¬¨. Ž¡° ²¨² ¥ ¢­¨¬ ­¨¥, ·² ® ±²° ¥«ª¨

­  °¨±. 8.5 (¡) ­¥ ² ª¨¥, ª ª ­  °¨±. 8.4.

•°¨ ±ª« ¥©ª ¥ ±²° ¥« ®ª, ¨§ ® ¡° ¦¥­­»µ ­  °¨±. 8.5, ¢®§­¨-

ª ¾² ­¥ª ® ² ®°»¥ ²°³ ¤­® ±²¨. „¥« ® ¢ ² ®¬, ·² ® ²° ¥ ¡ ³¥¬³¾

±ª« ¥©ª ³ ­¥«¼§¿ ¢»¯®«­¨²¼ ¢ ²° ¥ µ¬¥°­®¬ ¯° ® ±²° ­±²¢¥.

’ ®·­¥ ¥ £ ®¢®°¿, ¥ ¥ ¬® ¦­® ¢»¯®«­¨²¼, «¨¸¼ ¤®¯³ ±ª  ¿ ± -

¬®¯¥° ¥ ± ¥·¥­¨¿ ¯®¢¥° µ­® ±² ¥©. •¥§³«¼² ²» ² ª ®© ±ª« ¥©ª¨

¨§ ® ¡° ¦¥­» ­  °¨±. 8.6.

•® ¥ ±«¨ ­ ± ¨­² ¥° ¥ ±³¥ ² ´ ¨£³°  «¨¸¼ ± ² ®·­® ±²¼¾ ¤®

£ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ , ² ® ­¥ ² ­¥ ® ¡ µ ®¤¨¬® ±²¨ ° ±¯®« £ ²¼ ¥ ¥ ¢

²° ¥ µ¬¥°­®¬ ¯° ® ±²° ­±²¢¥. ‚ ¦­® «¨¸¼ §­ ²¼, ª ª ³ ±²° ®-

¥­» ®ª° ¥ ±²­® ±²¨ ª ¦¤®© ² ®·ª¨ ´ ¨£³°» ¨ ª ª ½²¨ ®ª° ¥ ±²-

­® ±²¨ ±²»ª ³¾²±¿ ¤°³£ ± ¤°³£ ®¬. “ ª ¦¤®© ² ®·ª¨ ± ´ ¥°»

± g °³·ª ¬¨ ¥ ±²¼ ®ª° ¥ ±²­® ±²¼, £ ®¬¥ ®¬®°´­  ¿ ª°³£³. “

ª ¦¤®© ² ®·ª¨ ´ ¨£³°», ¯®«³·¥­­®© ¨§ ± ´ ¥°» ± g °³·ª -

¬¨ ±ª« ¥©ª ®© ¯® ¨­¢®«¾¶¨¨ ¨§ ¯°¨¬¥°  1, ² ® ¦¥ ¥ ±²¼ ² ª  ¿



90 • £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿

( ) (¡)

•¨±³­®ª 8.6

®ª° ¥ ±²­® ±²¼. ‚ ½² ®¬ « ¥£ª ® ³¡ ¥ ¤¨²¼±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ °¨±. 8.5.

Œ» ° ± ±¬ ²°¨¢ «¨ «¨¸¼ ±ª« ¥©ª¨ ¯® ¨­¢®«¾¶¨¿¬ ¡ ¥§

­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª. „«¿ ² ª¨µ ¨­¢®«¾¶¨© ® ¡° § ®¬ ¤®-

±² ² ®·­® ¬ « ®© ®ª° ¥ ±²­® ±²¨ U ² ®·ª¨ x ¿¢«¿¥ ²±¿ ®ª° ¥ ±²-

­® ±²¼ V ² ®·ª¨ f ( x ), ­¥ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹  ¿±¿ ± U . •°¨ ±ª« ¥©ª ¥

­¥¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹¨µ ±¿ ®ª° ¥ ±²­® ±² ¥© U ¨ V ¯®«³· ¥¬ ®ª° ¥ ±²-

­® ±²¼ W , £ ®¬¥ ®¬®°´­³¾ ª ª U , ² ª ¨ V .

‚ ² ®¬ ±«³· ¥, ª ®£ ¤  ¨­¢®«¾¶¨¿ ¨¬¥ ¥ ² ­¥¯®¤¢¨¦­³¾

² ®·ª ³ x , ¯°¨µ ®¤¨²±¿ ±ª« ¥¨¢ ²¼ ¤°³£ ± ¤°³£ ®¬ ² ®·ª¨ ­¥

° §­»µ ®ª° ¥ ±²­® ±² ¥© U ¨ V ,   ®¤­®© ¨ ² ®© ¦¥ ®ª° ¥ ±²­® ±²¨

U . •² ® ¯°¨¢®¤¨² ª ® ¬­®£¨¬ ­¥¯°¨¿²­® ±²¿¬. Œ» ® ¡ ±³ ¤¨¬

«¨¸¼ ®¤­³ ¨§ ­¨µ.

•³ ±²¼ A | ± ´ ¥°  ± °³·ª ¬¨, f | ¨­¢®«¾¶¨¿ ­  ­¥©,

B | ´ ¨£³° , ¯®«³·¥­­  ¿ ¨§ A ±ª« ¥©ª ®© ¯® ¨­¢®«¾¶¨¨

f . • ± ±¬® ²°¨¬ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¥ p : A ! B , ± ®¯® ±² ¢«¿¾¹¥ ¥

² ®·ª ¥ a ² ®·ª ³ b , ¯®«³·¥­­³¾ ¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ±ª« ¥©ª¨ ² ®·¥ª

a ¨ f ( a ). …±«¨ f | ¨­¢®«¾¶¨¿ ¡ ¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª, ² ®

¤® ±² ² ®·­® ¬ «  ¿ ®ª° ¥ ±²­® ±²¼ W ² ®·ª¨ b ¯®«³· ¥ ²±¿ ¢

° ¥§³«¼² ² ¥ ±ª« ¥©ª¨ ­¥¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹¨µ ±¿ ®ª° ¥ ±²­® ±² ¥© U ¨

V . •² ® ®§­  · ¥ ², ·² ® ¯° ® ® ¡° § ®ª° ¥ ±²­® ±²¨ W ¯°¨ ® ² ®-

¡° ¦¥­¨¨ p ± ® ±² ®¨² ¨§ ¤¢³µ ­¥¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹¨µ ±¿ ®ª° ¥ ±²­®-

±² ¥© U ¨ V ,   ¯° ® ® ¡° § ² ®·ª¨ b ± ® ±² ®¨² ¨§ ² ®·¥ª a ¨ f ( a ),
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« ¥¦ ¹¨µ ¢ ®ª° ¥ ±²­® ±²¿µ U ¨ V ± ® ® ²¢¥ ²±²¢¥­­®. …±«¨ ¦¥

¨­¢®«¾¶¨¿ f ¨¬¥ ¥ ² ­¥¯®¤¢¨¦­³¾ ² ®·ª ³ x , ² ® ±¨²³ ¶¨¿

± ®¢± ¥¬ ¨­  ¿. ’ ®·ª  a = x ±ª« ¥¨¢ ¥ ²±¿ ± ² ®·ª ®© f ( x ), ².

¥. ± ¬  ± ± ® ¡ ®©. •®½² ®¬³ ¯° ® ® ¡° § ¯®«³·¥­­®© ² ®·ª¨ b

¯°¨ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¨ p ± ® ±² ®¨² ­¥ ¨§ ¤¢³µ ² ®·¥ª,   ¨§ ®¤­®©

² ®·ª¨.

…±«¨ ´ ¨£³°  B ¯®«³·¥­  ¨§ ± ´ ¥°» ± g °³·ª ¬¨ A

±ª« ¥©ª ®© ¯® ¨­¢®«¾¶¨¨ f ¡ ¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª, ² ® ³

ª ¦¤®© ² ®·ª¨ b ´ ¨£³°» B ¥ ±²¼ ®ª° ¥ ±²­® ±²¼, £ ®¬¥ ®¬®°´-

­  ¿ ¤¨±ª ³. •®½² ®¬³ ­  B ² ® ¦¥ ¬® ¦­® ° ± ±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢¥ª-

² ®°­»¥ ¯®«¿.

’ ¥ ®° ¥¬  8.1. ‘³¬¬  ¨­¤¥ª±®¢ ®±®¡»µ ²®·¥ª «¾¡®£® ­¥-

¯°¥°»¢­®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  B ° ¢­  1 � g .

„®ª § ²¥«¼±²¢®. •® ¢¥ª² ®°­®¬³ ¯®«¾ w ­  B ¬® ¦­® ¯®-

±²° ®¨²¼ ¢¥ª² ®°­® ¥ ¯®« ¥ ­  A , ª ® ² ®° ® ¥ ¯¥° ¥ µ ®¤¨² ¢ w ¯°¨

¯° ® ¥ª¶¨¨ p : A ! B (°¨±. 8.7). Š ¦¤®© ® ± ® ¡ ®© ² ®·ª ¥ ¢¥ª-

² ®°­®£ ® ¯®«¿ ­  B ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾² ¤¢¥ ® ± ® ¡»¥ ² ®·ª¨ ¯®-

±²° ® ¥­­®£ ® ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ ­  A , ¨¬¥¾¹¨¥ ² ® ² ¦¥ ± ¬»©

¨­¤¥ª ±. •®½² ®¬³ ±³¬¬  ¨­¤¥ª ± ®¢ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª ¢¥ª² ®°­®-

£ ® ¯®«¿ ­  A ¢ ¤¢  ° §  ¡ ®«¼¸¥ ±³¬¬» ¨­¤¥ª ± ®¢ ® ± ® ¡»µ

² ®·¥ª ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ ­  B . ‘ ¤°³£ ®© ±² ®° ®­», ± ®£ « ±­®

² ¥ ®° ¥¬¥ 7.3 ±³¬¬  ¨­¤¥ª ± ®¢ ® ± ® ¡»µ ² ®·¥ª «¾¡ ®£ ® ­¥¯° ¥-

°»¢­®£ ® ¢¥ª² ®°­®£ ® ¯®«¿ ­  ± ´ ¥° ¥ ± g °³·ª ¬¨ A ° ¢­ 

2 � 2 g .

•¨±³­®ª 8.7 •¨±³­®ª 8.8
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.

‡  ¤  ·  8.7. ‚¢¥ ¤¥¬ ­  ² ®° ¥ ª ® ®°¤¨­ ²» ( ';  ), ª ª ¯®-

ª § ­® ­  °¨±. 8.8. • ± ±¬® ²°¨¬ ¨­¢®«¾¶¨¾ ² ®° , ¯¥° ¥¢®-

¤¿¹³¾ ² ®·ª ³ ± ª ® ®°¤¨­ ² ¬¨ ( ';  ) ¢ ² ®·ª ³ ± ª ® ®°¤¨-

­ ² ¬¨ (  ; ' ). „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ¯°¨ ±ª« ¥©ª ¥ ² ®°  ¯® ½² ®©

¨­¢®«¾¶¨¨ ¯®«³· ¥ ²±¿ «¨±² Œ • ¥¡¨³ ± .

•¥¸¥­¨¿

I

8.1. ‚»¡ ¥° ¥¬ ¢­³²°¨ ®¤­®© ¨§ ¤»° ®ª ² ®·ª ³ O . Ž² ® ¡° -

§¨¬ ±­  · «  ª ¦¤³¾ ² ®·ª ³ X ª°³£  ± ¤»°ª ¬¨ ¢ ² ®·-

ª ³, ¢ ª ® ² ®° ®© «³· O X ¯¥° ¥ ± ¥ª ¥ ² £° ­¨·­³¾ ®ª°³¦­® ±²¼

ª°³£ . •°¨ ½² ®¬ ­¥¯®¤¢¨¦­»¬¨ ¡ ³ ¤³² «¨¸¼ ² ®·ª¨ ½² ®©

®ª°³¦­® ±²¨. •®¢¥°­³¢ § ² ¥¬ ®ª°³¦­® ±²¼ ­  ­¥­³« ¥¢®©

³£ ®«, ¯®«³·¨¬ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¥ ¡ ¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª.

I

8.2. Ž²¢¥ ²: ¤ , ±³¹¥ ±²¢³¥ ².

Š°³£ ± ¤¢³¬¿ ¤»°ª ¬¨ ¬® ¦­® ¯° ®¤¥ ´ ®°¬¨° ®¢ ²¼ ¢

± ´ ¥°³ ± ²° ¥¬¿ ¤»°ª ¬¨ (°¨±. 8.9). •°¨ ½² ®¬ ¬® ¦­® ±·¨-

² ²¼, ·² ® ¯®«³·¥­­  ¿ ´ ¨£³°  ±¨¬¬¥ ²°¨·­  ® ²­® ±¨² ¥«¼­®

¯« ® ±ª ® ±²¨ • ¨ ¯¥° ¥ µ ®¤¨² ¢ ± ¥ ¡¿ ¯°¨ ¯®¢®° ® ² ¥ ­  120

�

¢®ª°³£ ¯°¿¬®© l , ¯¥°¯¥­¤¨ª ³«¿°­®© ¯« ® ±ª ® ±²¨ • . Ÿ±­®,

·² ® ¯« ® ±ª ® ±²¼ • ¨ ¯°¿¬  ¿ l ¯° ® µ ®¤¿² ·¥° ¥§ ¶¥­²° ± ´ ¥-

°». ’ ° ¥ ¡ ³¥¬»© £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬ | ª ®¬¯®§¨¶¨¿ ±¨¬¬¥ ²°¨¨

® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¯« ® ±ª ® ±²¨ • ¨ ¯®¢®° ® ²  ­  120

�

¢®ª°³£ ¯°¿-

¬®© l .

•¨±³­®ª 8.9 •¨±³­®ª 8.10
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I

8.3. ’ ° ¥ ¡ ³¥¬»© ¯°¨¬¥° ® ² ® ¡° ¦¥­¨¿ ¯® ±²° ®¨¬ ¤«¿ «¨-

±²  Œ • ¥¡¨³ ± . ‘ª« ¥¨¬ ¤«¿ ½² ®£ ® «¨±² Œ • ¥¡¨³ ±  ¨§ ¯°¿¬®-

³£ ®«¼­®© ¯®« ® ±ª¨. •° ®¢¥ ¤¥¬ ­  ­¥© «¨­¨¨, ¯ ° «« ¥«¼­»¥

ª° ¾ «¨±²  Œ • ¥¡¨³ ± . Š ¦¤³¾ ² ®·ª ³ «¨±²  Œ • ¥¡¨³ ±  ¯¥-

° ¥¬¥ ±²¨¬ ¯® ² ª ®© «¨­¨¨ ­  ° ± ±² ®¿­¨¥, ° ¢­® ¥ ¯®« ®¢¨­¥

¤«¨­» ¯®« ® ±ª¨ (°¨±. 8.10). …±«¨ ² ®·ª  A ­¥ ° ¢­®³ ¤ « ¥­ 

® ² ­¥ ±ª« ¥¨¢ ¥¬»µ ª° ¥¢ ¯®« ® ±ª¨, ² ® f

4

( A ) = A , ¯°¨·¥¬

² ®·ª¨ A , f ( A ), f

2

( A ) ¨ f

3

( A ) ° §«¨·­». …±«¨ ¦¥ ² ®·ª  B

° ¢­®³ ¤ « ¥­  ® ² ª° ¥¢ ¯®« ® ±ª¨, ² ® f

2

( B ) = B .

I

8.4. „® ±² ² ®·­® ° ± ±¬® ²° ¥ ²¼ ±«³· ©, ª ®£ ¤  ¨­¢®«¾¶¨¿ f

®ª°³¦­® ±²¨ ¨¬¥ ¥ ² ­¥¯®¤¢¨¦­³¾ ² ®·ª ³ A . ’ ° ¥ ¡ ³¥ ²±¿ ¤®-

ª § ²¼, ·² ® ¨­¢®«¾¶¨¿ f ¨¬¥ ¥ ² ° ®¢­® ®¤­³ ­¥¯®¤¢¨¦­³¾

² ®·ª ³, ® ² «¨·­³¾ ® ² A .

•³ ±²¼ B | ­¥ª ® ² ®°  ¿ ² ®·ª  ®ª°³¦­® ±²¨, ¯°¨·¥¬

f ( B ) = C 6= B . ˆ­¢®«¾¶¨¿ f ¿¢«¿¥ ²±¿ £ ®¬¥ ®¬®°´ ¨§¬®¬,

² ª ª ª f

� 1

= f . •®½² ®¬³ f ® ² ® ¡° ¦ ¥ ² £ ®¬¥ ®¬®°´­® ¤³-

£³ AB ¢ ®¤­³ ¨§ ¤¢³µ ¤³£ ®ª°³¦­® ±²¨, §  ¤ ­­»µ ² ®·ª ¬¨

A ¨ C . Ž¡ ®§­  ·¨¬ ½²³ ¤³£³ AC .

„«¿ ¤¢³µ ¤³£ AB ¨ AC ¢®§¬® ¦­» ¤¢  ¢ °¨ ­²  ° ±-

¯®« ® ¦¥­¨¿:

1) ¤³£¨ AB ¨ AC ­¥ ¨¬¥¾² ® ¡¹¨µ ¢­³²° ¥­­¨µ ² ®·¥ª;

2) ®¤­  ¨§ ¤³£ AB ¨ AC ± ®¤¥°¦¨² ¤°³£³¾ ¤³£³.

•®ª ¦¥¬, ·² ® ¢ ­ ¸¥© ±¨²³ ¶¨¨ ¢² ®° ®© ¢ °¨ ­² ­¥-

¢®§¬® ¦¥­. ˆ­¢®«¾¶¨¿ f ® ² ® ¡° ¦ ¥ ² ¤³£³ AC ¢ ¤³£³

AB , ¯®½² ®¬³ ¤³£¨ AB ¨ AC ¨£° ¾²  ­ « ®£¨·­»¥ ° ®«¨.

•³ ±²¼ ¤«¿ ®¯° ¥ ¤¥« ¥­­® ±²¨ ¤³£  AB ± ®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¤³£ ¥

AC = f ( AB ). ’ ®£ ¤  ¤³£  f ( AB ) = AC ± ®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¤³£ ¥

f ( AC ) = f ( f ( AB )) = AB . ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, ¤³£¨ AB ¨ AC

± ®¢¯  ¤ ¾², ·² ® ¯° ® ²¨¢®° ¥·¨² ³ ±« ®¢¨¾ C 6= B .

ˆ² ª, ¤³£¨ AB ¨ AC ­¥ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¾²±¿. Š° ®¬¥ ² ®£ ®,

¥ ±«¨ ¤³£  AB ± ®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¤³£ ¥ AB

1

, ² ® ¤³£  AC ± ®-

¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¤³£ ¥ AC

1

, £ ¤¥ C

1

= f ( B

1

). •² ® ®§­  · ¥ ², ·² ®

¥ ±«¨ ² ®·ª  B ¤¢¨¦¥ ²±¿ ¯® ®ª°³¦­® ±²¨ ² ª, ·² ® ¤«¨­ 

¤³£¨ AB ³¢¥«¨·¨¢ ¥ ²±¿, ² ® ¤«¨­  ¤³£¨ AC ² ® ¦¥ ³¢¥«¨-

·¨¢ ¥ ²±¿. ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, ¢ ­¥ª ® ² ®°»© ¬®¬¥­² ² ®·ª¨ B
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¨ C ¢±²° ¥ ²¿²±¿. ’ ®·ª  ¨µ ¢±²° ¥·¨ | ­¥¯®¤¢¨¦­  ¿ ² ®·ª 

¨­¢®«¾¶¨¨ f , ¯°¨·¥¬ ³ f ­¥ ² ¤°³£¨µ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª,

ª° ®¬¥ ½² ®© ² ®·ª¨ ¨ ² ®·ª¨ A .

•¨±³­®ª 8.11

I

8.5. •³ ±²¼ O | ¶¥­²° ±¨¬-

¬¥ ²°¨¨ ² ®° , l | ¥£ ® ® ±¼

±¨¬¬¥ ²°¨¨, ¯°¨·¥¬ l ¯¥° ¥-

± ¥ª ¥ ² ² ®° ¢ ·¥ ²»° ¥ µ ² ®·-

ª µ (°¨±. 8.11). ‘¨¬¬¥ ²°¨¿

² ®°  ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ² ®·ª¨ O

­¥ ¨¬¥ ¥ ² ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®-

·¥ª,   ±¨¬¬¥ ²°¨¿ ² ®°  ® ²­®-

±¨² ¥«¼­® ¯°¿¬®© l ¨¬¥ ¥ ² ·¥-

²»° ¥ ­¥¯®¤¢¨¦­»¥ ² ®·ª¨.

•°¨¬¥° ¨­¢®«¾¶¨¨ ² ®° , ¬­® ¦¥ ±²¢® ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®-

·¥ª ª ® ² ®° ®© | ®ª°³¦­® ±²¼, ´ ª²¨·¥ ±ª¨ ®¯¨± ­ ¢ ³ ±« ®¢¨¨

§  ¤  ·¨ 8.7. ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, ¬­® ¦¥ ±²¢® ² ®·¥ª ² ®° , ¤«¿ ª ®-

² ®°»µ ' =  , ¯° ¥ ¤±² ¢«¿¥ ² ± ® ¡ ®© ®ª°³¦­® ±²¼.

I

8.6. ‚® ±¯®«¼§³¥¬±¿ ª ® ®°¤¨­ ² ¬¨ ( ';  ), ®¯¨± ­­»¬¨ ¢

³ ±« ®¢¨¨ §  ¤  ·¨ 8.7. • ± ±¬® ²°¨¬ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¥ ² ®° , ¯¥-

° ¥¢®¤¿¹¥ ¥ ² ®·ª ³ ± ª ® ®°¤¨­ ² ¬¨ ( ';  ) ¢ ² ®·ª ³ ± ª ®-

®°¤¨­ ² ¬¨ (  ; � ' �  ). •°¨ ½² ®¬ ® ² ® ¡° ¦¥­¨¨ ² ®·ª 

( ';  ) ¯¥° ¥ µ ®¤¨² ¯® ±« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­® ¢ ² ®·ª¨ (  ; � ' �  ),

( �  � '; ' ) ¨ ( ';  ). •¥¯®¤¢¨¦­»¬¨ ¡ ³ ¤³² ² ®·ª¨, ¤«¿ ª ®-

² ®°»µ ' =  + 2 m� ¨  = � ' �  + 2 n� , £ ¤¥ m ¨ n |

¶¥«»¥ ·¨±« . •®¤±² ¢¨¢ ¯¥°¢® ¥ ° ¢¥­±²¢® ¢® ¢² ®° ® ¥, ¯®«³-

·¨¬ 3  = 2( n � m ) � , ².¥.  =

2( n � m ) �

3

. € ² ª ª ª ² ®·ª 

² ®° , ¨¬¥¾¹  ¿ ª ® ®°¤¨­ ²» ( ' + 2 k � ;  + 2 l � ), ± ®¢¯  ¤ ¥ ²

± ² ®·ª ®© ( ';  ), ² ® ­  ² ®° ¥ ¯®«³· ¥¬ ²°¨ ­¥¯®¤¢¨¦­»¥

² ®·ª¨,   ¨¬¥­­®, ' =  = 0, ' =  =

2 �

3

, ' =  =

4 �

3

.

I

8.7. • ± ±¬® ²°¨¬ ­  ¯« ® ±ª ® ±²¨ O ' ª¢  ¤° ² O B C D , § -

¤ ­­»© ­¥° ¢¥­±²¢ ¬¨ 0 6 ' ,  6 2 � . ‘ª« ¥¨¢ ¯° ® ²¨-

¢®¯®« ® ¦­»¥ ±² ®° ®­» ½² ®£ ® ª¢  ¤° ²  (°¨±. 8.12 ( )), ¯®-
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«³·¨¬ ² ®°. Ž² ® ¡° ¦¥­¨¥ ª¢  ¤° ² , ¯¥° ¥¢®¤¿¹¥ ¥ ² ®·ª ³

( ';  ) ¢ ² ®·ª ³ (  ; ' ), ¿¢«¿¥ ²±¿ ±¨¬¬¥ ²°¨¥© ® ²­® ±¨² ¥«¼-

­® ¤¨ £ ®­ «¨ O C . ‘ª« ¥¨¬ ² ®·ª¨ ª¢  ¤° ² , ±¨¬¬¥ ²°¨·-

­»¥ ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¤¨ £ ®­ «¨ O C . •°¨ ½² ®¬ ¯° ®¨§ ®©¤¥ ²

±ª« ¥©ª  ±²° ¥« ®ª, ­ °¨± ®¢ ­­»µ ­  ±² ®° ®­ µ O D ¨ O B .

‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼­®, ¯°¨ ±ª« ¥©ª ¥ ² ®·¥ª ² ®°  ¯® ° ± ±¬ ²°¨¢ -

¥¬®© ¨­¢®«¾¶¨¨ ¯®«³· ¥ ²±¿ ² ª  ¿ ¦¥ ´ ¨£³° , ª ª ¨ ¯°¨

±ª« ¥©ª ¥ ¤¢³µ ±²° ¥« ®ª, ­ °¨± ®¢ ­­»µ ­  ¤¢³µ ª ² ¥ ² µ ¯°¿-

¬®³£ ®«¼­®£ ® ²° ¥ ³£ ®«¼­¨ª  (°¨±. 8.12 (¡)). • §° ¥¦¥¬ ½² ® ²

²° ¥ ³£ ®«¼­¨ª ¯® ±²° ¥«ª ¥ b (°¨±. 8.13 ( )),   § ² ¥¬ ±ª« ¥¨¬

±²° ¥«ª¨ a (°¨±.8.13 (¡)). ’ ¥¯¥°¼ ¿±­®, ·² ® ¯® ±« ¥ ±ª« ¥©ª¨

±²° ¥« ®ª b ¯®«³· ¥ ²±¿ «¨±² Œ • ¥¡¨³ ± .

( ) (¡)

•¨±³­®ª 8.12

( ) (¡)

•¨±³­®ª 8.13
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„¢³¬¥°­»¥ ¯®¢¥° µ­® ±²¨

‚ ½² ®¬ ¯ ° £° ´ ¥ ¬» ¡ ®« ¥ ¥ ¯®¤° ® ¡­® ¯®§­ ª ®¬¨¬±¿ ±

­¥ª ® ² ®°»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¤¢³¬¥°­»µ ¯®¢¥° µ­® ±² ¥©.

•¨±³­®ª 9.1

“ § ¥« ²°¨«¨±²­¨ª ¬® ¦­® ° ±-

¯®« ® ¦¨²¼ ­  ² ®° ¥ (°¨±. 9.1). •°¨

½² ®¬ ¯®«³·¨¬ § ¬ª­³²³¾ ª°¨¢³¾,

ª ® ² ®°  ¿ ²°¨¦¤» ® ¡¢¨¢ ¥ ² ² ®° ¢ ­ -

¯° ¢« ¥­¨¨ ¬¥°¨¤¨ ­  ¨ ¤¢ ¦¤» ¢

­ ¯° ¢« ¥­¨¨ ¯ ° «« ¥«¨.

.

‡  ¤  ·  9.1. •³ ±²¼ p ¨ q | ¢§ -

¨¬­® ¯° ® ±²»¥ ­ ²³° «¼­»¥ ·¨±« .

„®ª ¦¨² ¥, ·² ® ­  ² ®° ¥ ±³¹¥ ±²¢³-

¥ ² § ¬ª­³²  ¿ ­¥ ± ¬®¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹  ¿±¿ ª°¨¢  ¿, ® ¡¢¨¢ ¾¹  ¿

¥£ ® p ° § ¢ ­ ¯° ¢« ¥­¨¨ ¬¥°¨¤¨ ­  ¨ q ° § ¢ ­ ¯° ¢« ¥­¨¨

¯ ° «« ¥«¨.

„«¿ ¬¥°¨¤¨ ­  p = 1 ¨ q = 0,   ¤«¿ ¯ ° «« ¥«¨ p = 0

¨ q = 1. Žª §»¢ ¥ ²±¿, ·² ® ½²¨ §­  ·¥­¨¿ p ¨ q ¢¬¥ ±² ¥ ± ®

§­  ·¥­¨¿¬¨, ³ª § ­­»¬¨ ¢ §  ¤  ·¥ 9.1, ¨±·¥°¯»¢ ¾² ¢± ¥

¢®§¬® ¦­»¥ §­  ·¥­¨¿ p ¨ q . Ž¤­® ¨§ ­ ¨¡ ®« ¥ ¥ ¯° ® ±²»µ ¤®-

ª § ² ¥«¼±²¢ ½² ®£ ® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ¨±¯®«¼§³¥ ² §  ¤  ·³ 9.2  ).

.

‡  ¤  ·  9.2.  ) • ± ±¬® ²°¨¬ ­  ¯« ® ±ª ® ±²¨ ¯° ®¨§¢®«¼­³¾

ª°¨¢³¾, ± ® ¥ ¤¨­¿¾¹³¾ ² ®·ª¨ A ¨ B . „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ¥ ±«¨

n | ­ ²³° «¼­® ¥ ·¨±« ®, ² ® ±³¹¥ ±²¢³¥ ² ® ²° ¥§ ®ª P Q ¤«¨-
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­®©

AB

n

, ª ®­¶» ª ® ² ®° ®£ ® « ¥¦ ² ­  ¤ ­­®© ª°¨¢®©,   ®­

± ¬ ¯ ° «« ¥« ¥­ ® ²° ¥§ª ³ AB .

¡) „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ¥ ±«¨ ¯®« ® ¦¨² ¥«¼­® ¥ ·¨±« ® d ­¥ ¿¢«¿-

¥ ²±¿ ­ ²³° «¼­»¬, ² ® ±³¹¥ ±²¢³¥ ² ª°¨¢  ¿, ± ® ¥ ¤¨­¿¾¹  ¿

² ®·ª¨ A ¨ B , ¤«¿ ª ® ² ®° ®© ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ §  ¤  ·¨  ) ­¥¢¥°­®,

².¥. ¥ ±«¨ ² ®·ª¨ P ¨ Q ¯°¨­  ¤« ¥¦ ² ½² ®© ª°¨¢®© ¨ ® ²° ¥§ ®ª

P Q ¯ ° «« ¥« ¥­ AB , ² ® ¤«¨­  ® ²° ¥§ª  P Q ­¥ ° ¢­ 

AB

d

.

.

‡  ¤  ·  9.3. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ¥ ±«¨ § ¬ª­³²  ¿ ­¥ ± ¬®¯¥° ¥-

± ¥ª ¾¹  ¿±¿ ª°¨¢  ¿ ­  ² ®° ¥ ® ¡¢¨¢ ¥ ² ¥£ ® p ° § ¢ ­ ¯° ¢« ¥-

­¨¨ ¬¥°¨¤¨ ­  ¨ q ° § ¢ ­ ¯° ¢« ¥­¨¨ ¯ ° «« ¥«¨, ² ® «¨¡ ®

·¨±«  p ¨ q ¢§ ¨¬­® ¯° ® ±²»¥, «¨¡ ® ®¤­® ¨§ ­¨µ ° ¢­® 1,  

¤°³£ ® ¥ ° ¢­® 0.

‘´ ¥°³ ¬® ¦­® §  ¤ ²¼ ¯®«¨­®¬¨ «¼­»¬ ³° ¢­¥­¨¥¬

P ( x; y ; z ) = 0, £ ¤¥ P ( x; y ; z ) = x

2

+ y

2

+ z

2

� 1. Œ® ¦­® «¨

§  ¤ ²¼ ¯®«¨­®¬¨ «¼­»¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ ± ´ ¥°³ ± g °³·ª ¬¨?

Žª §»¢ ¥ ²±¿, ·² ® ¤ .

.

‡  ¤  ·  9.4. “ ª ¦¨² ¥ ¯®«¨­®¬ P ( x; y ; z ), ¤«¿ ª ® ² ®° ®£ ®

³° ¢­¥­¨¥ P ( x; y ; z ) = 0 §  ¤ ¥ ² ± ´ ¥°³ ± g °³·ª ¬¨.

ˆ§³·¨¬ ² ¥¯¥°¼ ¡ ®« ¥ ¥ ¯®¤° ® ¡­® ¤¢¥ ¯®¢¥° µ­® ±²¨, ª ® ² ®-

°»¥ ­ ¬ ³¦¥ ¢±²° ¥ ²¨«¨±¼ ¢ x 8,   ¨¬¥­­®, ¯®¢¥° µ­® ±²¨,

ª ® ² ®°»¥ ¯®«³· ¾²±¿ ¯°¨ ±ª« ¥©ª ¥ ¤¨ ¬¥ ²° «¼­® ¯° ® ²¨¢®-

¯®« ® ¦­»µ ² ®·¥ª ± ´ ¥°» ¨ ¯°¨ ±ª« ¥©ª ¥ ² ®·¥ª ² ®° , ±¨¬¬¥-

²°¨·­»µ ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¥£ ® ¶¥­²°  ±¨¬¬¥ ²°¨¨. • ¯®¬­¨¬,

·² ® ®­¨ ¯®«³· ¾²±¿ ¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ±ª« ¥©ª¨ ±²° ¥« ®ª, ¨§ ®-

¡° ¦¥­­»µ ­  °¨±. 9.2 ( ) ¨ (¡).

( ) (¡)

•¨±³­®ª 9.2
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Š ª ³¦¥ £ ®¢®°¨« ® ±¼, ¯® ±²° ® ¥­­  ¿ ¢ ¯°¨¬¥° ¥ 1 ¨­¢®-

«¾¶¨¿ ¨§¬¥­¿¥ ² ®°¨¥­² ¶¨¾ ± ´ ¥°» ± °³·ª ¬¨. ˆ§ ½² ®£ ®

±« ¥ ¤³¥ ², ·² ® ¯®«³·¥­­  ¿ ¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ±ª« ¥©ª¨ ¯® ² ª ®©

¨­¢®«¾¶¨¨ ¯®¢¥° µ­® ±²¼ ­¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬ . ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥,

± ® ¥ ¤¨­¨¬ ­  ± ´ ¥° ¥ ± °³·ª ¬¨ ² ®·ª ³ A ¨ ±¨¬¬¥ ²°¨·­³¾

¥© ² ®·ª ³ A

0

­¥ª ® ² ®° ®© ª°¨¢®©. ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥ ±ª« ¥©ª¨ ¯®

¨­¢®«¾¶¨¨ ¨§ ½² ®© ª°¨¢®© ¯®«³·¨²±¿ § ¬ª­³²  ¿ ª°¨¢  ¿,

² ª ª ª ² ®·ª¨ A ¨ A

0

±ª« ¥¨¢ ¾²±¿. Ž¡ µ ®¤ ¢ ¤®«¼ ½² ®© § -

¬ª­³² ®© ª°¨¢®© ¨§¬¥­¿¥ ² ®°¨¥­² ¶¨¾, ¯®½² ®¬³ ¯®«³·¥­-

­  ¿ ¯®¢¥° µ­® ±²¼ ­¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬ .

• ± ±¬® ²°¨¬ ±­  · «  ¯®¢¥° µ­® ±²¼, ª ® ² ®°  ¿ ¯®«³· ¥ ²-

±¿ ¯°¨ ±ª« ¥©ª ¥ ¤¨ ¬¥ ²° «¼­® ¯° ® ²¨¢®¯®« ® ¦­»µ ² ®·¥ª

± ´ ¥°». •²³ ¯®¢¥° µ­® ±²¼ ­ §»¢ ¾² ¯°®¥ª²¨¢­®© ¯«®±ª®-

±²¼¾ . —² ® ¡» ® ¡º¿±­¨²¼ ¯° ®¨±µ ® ¦¤¥­¨¥ ½² ®£ ® ­ §¢ ­¨¿,

¤  ¤¨¬ ¤°³£ ® ¥ ®¯° ¥ ¤¥« ¥­¨¥ ¯° ® ¥ª²¨¢­®© ¯« ® ±ª ® ±²¨. •² ®

®¯° ¥ ¤¥« ¥­¨¥ ¡ ®« ¥ ¥ ¤«¨­­® ¥, ­® ®­® ±¢¿§ ­® ± ¢ ¦­»¬¨ ¯®-

­¿²¨¿¬¨ ¯° ® ¥ª²¨¢­®© £ ¥ ®¬¥ ²°¨¨.

•¨±³­®ª 9.3

• ° «« ¥«¼­»¥ «¨­¨¨, ­ ¯°¨¬¥° ¦¥« ¥§­®¤®° ® ¦­»¥

° ¥«¼±», ª ¦³²±¿ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹¨¬¨±¿ ­  £ ®°¨§ ®­² ¥. •² ®

¢»§»¢ ¥ ² ¦¥« ­¨¥ ¤®¯®«­¨²¼ ¯« ® ±ª ® ±²¼ ² ®·ª ¬¨, ¢ ª ®-

² ®°»µ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¾²±¿ ¯ ° «« ¥«¼-

­»¥ ¯°¿¬»¥. Š ª ½² ® ±¤¥« ²¼?

‚®§¼¬¥¬ ² ®·ª ³ O , ­¥ « ¥¦ ¹³¾

¢ ¤ ­­®© ¯« ® ±ª ® ±²¨ �. Š ¦¤®©

² ®·ª ¥ A , « ¥¦ ¹¥© ¢ ¯« ® ±ª ® ±²¨

�, ¬® ¦­® ± ®¯® ±² ¢¨²¼ ¯°¿¬³¾

O A (°¨±. 9.3). •°¿¬®©, « ¥¦ ¹¥©

¢ ¯« ® ±ª ® ±²¨ �, ¡ ³ ¤¥ ² ¯°¨ ½² ®¬

± ®¯® ±² ¢« ¥­  ¯« ® ±ª ® ±²¼, ¯° ® µ ®¤¿¹  ¿ ·¥° ¥§ ² ®·ª ³ O , ² ®·-

­¥ ¥ £ ®¢®°¿, ¯« ® ±ª ® ±²¼ §  ¨±ª«¾·¥­¨¥¬ ¯°¿¬®©, ¯° ® µ ®¤¿-

¹¥© ·¥° ¥§ ² ®·ª ³ O ¯ ° «« ¥«¼­® ¯« ® ±ª ® ±²¨ �. …±«¨ ¯°¿¬»¥

l

1

¨ l

2

¯¥° ¥ ± ¥ª ¾²±¿ ¢ ² ®·ª ¥ A , ² ® ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬

¯« ® ±ª ® ±²¨ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¾²±¿ ¯® ¯°¿¬®© O A . …±«¨ ¦¥ ¯°¿¬»¥ l

1

¨ l

2

¯ ° «« ¥«¼­», ² ® ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬ ¯« ® ±ª ® ±²¨ ¯¥° ¥-

± ¥ª ¾²±¿ ¯® ¯°¿¬®© m , ¯ ° «« ¥«¼­®© ¯°¿¬»¬ l

1

¨ l

2

. •² ®



9. „¢³¬¥°­»¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ 99

¬® ¦­® ¯®­¨¬ ²¼ ±« ¥ ¤³¾¹¨¬ ® ¡° § ®¬: ¯°¿¬»¥ l

1

¨ l

2

¯¥° ¥-

± ¥ª ¾²±¿ ¢ ² ®·ª ¥, ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¥© ¯°¿¬®© m . •°¿¬  ¿ m

­¥ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¥ ² ¯« ® ±ª ® ±²¼ �, ¯®½² ®¬³ ®­  ­¥ ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¥ ²

­¨ª ª ®© ² ®·ª ¥ ½² ®© ¯« ® ±ª ® ±²¨.

’ ¥¯¥°¼ ¬® ¦­® ¤ ²¼ ±« ¥ ¤³¾¹¨¥ ®¯° ¥ ¤¥« ¥­¨¿. • § ®¢¥¬

²®·ª ¬¨ ¯°®¥ª²¨¢­®© ¯«®±ª®±²¨ ¯°¿¬»¥, ¯° ® µ ®¤¿¹¨¥

·¥° ¥§ ² ®·ª ³ O ,   ¯« ® ±ª ® ±²¨, ¯° ® µ ®¤¿¹¨¥ ·¥° ¥§ ² ®·ª ³ O ,

­ § ®¢¥¬ ¯°®¥ª²¨¢­»¬¨ ¯°¿¬»¬¨ . •°¨ ½² ®¬ ¯°¿¬»¥, ¯° ®-

µ ®¤¿¹¨¥ ·¥° ¥§ ² ®·ª ³ O ¯ ° «« ¥«¼­® ¯« ® ±ª ® ±²¨ �, ¡ ³ ¤¥¬

­ §»¢ ²¼ ¡¥±ª®­¥·­® ³¤ «¥­­»¬¨ ²®·ª ¬¨ . „¢¥ ¯° ® ¥ª-

²¨¢­»¥ ¯°¿¬»¥ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¾²±¿ ° ®¢­® ¢ ®¤­®© ² ®·ª ¥. •° ®-

¥ª²¨¢­»¥ ¯°¿¬»¥, ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨¥ ¯ ° «« ¥«¼­»¬ ¯°¿-

¬»¬ ¯« ® ±ª ® ±²¨ �, ¯¥° ¥ ± ¥ª ¾²±¿ ¢ ¡ ¥ ±ª ®­¥·­® ³ ¤ « ¥­­®©

² ®·ª ¥.

Ž²¬¥ ²¨¬, ·² ® ¯« ® ±ª ® ±²¼ � ­¥ ³· ±²¢³¥ ² ¢ ®¯° ¥ ¤¥« ¥­¨¨

² ®·¥ª ¯° ® ¥ª²¨¢­®© ¯« ® ±ª ® ±²¨ ¨ ¯° ® ¥ª²¨¢­»µ ¯°¿¬»µ. •®-

½² ®¬³ ® ¯« ® ±ª ® ±²¨ � ¬® ¦­® ¢® ® ¡¹¥ ­¥ £ ®¢®°¨²¼. ’ ®£ ¤ 

¡ ¥ ±ª ®­¥·­® ³ ¤ « ¥­­»¥ ² ®·ª¨ ­¨·¥¬ ­¥ ¡ ³ ¤³² ® ² «¨· ²¼±¿

® ² ® ±² «¼­»µ ² ®·¥ª ¯° ® ¥ª²¨¢­®© ¯« ® ±ª ® ±²¨.

•®ª ¦¥¬ ² ¥¯¥°¼, ·² ® ¬­® ¦¥ ±²¢® ¢± ¥ µ ®¯° ¥ ¤¥« ¥­­»µ

¢»¸¥ ² ®·¥ª ¯° ® ¥ª²¨¢­®© ¯« ® ±ª ® ±²¨ £ ®¬¥ ®¬®°´­® ¯®¢¥° µ-

­® ±²¨, ¯®«³·¥­­®© ¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ±ª« ¥©ª¨ ¤¨ ¬¥ ²° «¼­®

¯° ® ²¨¢®¯®« ® ¦­»µ ² ®·¥ª ± ´ ¥°». • ± ±¬® ²°¨¬ ¤«¿ ½² ®£ ®

± ´ ¥°³ ± ¶¥­²° ®¬ O . Š ¦¤®© ² ®·ª ¥ ¯° ® ¥ª²¨¢­®© ¯« ® ±ª ®-

±²¨ ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾² ¤¢¥ ² ®·ª¨ ± ´ ¥°»,   ¨¬¥­­®, ² ®·ª¨, ¢

ª ® ² ®°»µ ¯°¿¬  ¿ O A ¯¥° ¥ ± ¥ª ¥ ² ± ´ ¥°³. •²¨ ² ®·ª¨ ¤¨ ¬¥-

²° «¼­® ¯° ® ²¨¢®¯®« ® ¦­»¥. ’  ª¨¬ ® ¡° § ®¬, ±ª« ¥¨¢ ¤¨ ¬¥-

²° «¼­® ¯° ® ²¨¢®¯®« ® ¦­»¥ ² ®·ª¨ ± ´ ¥°», ¯®«³·¨¬ ´ ¨£³°³,

£ ®¬¥ ®¬®°´­³¾ ¯° ® ¥ª²¨¢­®© ¯« ® ±ª ® ±²¨ (° ± ±¬ ²°¨¢ ¥¬®©

ª ª ¬­® ¦¥ ±²¢® ² ®·¥ª ¯° ® ¥ª²¨¢­®© ¯« ® ±ª ® ±²¨).

.

‡  ¤  ·  9.5. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ¥ ±«¨ ¨§ ¯° ® ¥ª²¨¢­®© ¯« ® ±ª ®-

±²¨ ¢»° ¥§ ²¼ ª°³£, ² ® ¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¯®«³·¨²±¿ ´ ¨£³° ,

£ ®¬¥ ®¬®°´­  ¿ «¨±²³ Œ • ¥¡¨³ ± .

.

‡  ¤  ·  9.6. ‚»¡ ¥° ¥¬ ­  ¯° ® ¥ª²¨¢­®© ¯« ® ±ª ® ±²¨ ¤¢¥

¯° ® ¥ª²¨¢­»¥ ¯°¿¬»¥ ¨ ¢»° ¥¦¥¬ ª°³£, ­¥ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹¨©
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¨µ. •®«³·¥­­  ¿ ´ ¨£³°  £ ®¬¥ ®¬®°´­  «¨±²³ Œ • ¥¡¨³ ± . ˆ§ ®-

¡° §¨² ¥ ­  ­¥¬ ¢»¡° ­­»¥ ¯° ® ¥ª²¨¢­»¥ ¯°¿¬»¥.

.

‡  ¤  ·  9.7. • ± ±¬® ²°¨¬ ´ ¨£³°³, ² ®·ª¨ ª ® ² ®° ®© ± ® ® ²-

¢¥ ²±²¢³¾² ¯°¿¬»¬ ­  ¯« ® ±ª ® ±²¨. •°¨ ½² ®¬ ² ®·ª¨ ±·¨² -

¾²±¿ ¡«¨§ª¨¬¨, ¥ ±«¨ ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬ ¯°¿¬»¥ ¡«¨§ª¨,

².¥. ®­¨ «¨¡ ® ¯¥° ¥ ± ¥ª ¾²±¿ ¯®¤ ¬ «»¬ ³£ « ®¬, «¨¡ ® ¯ ° «-

« ¥«¼­» ¨ ° ± ±² ®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ­¨¬¨ ¬ « ®. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ½² 

´ ¨£³°  £ ®¬¥ ®¬®°´­  «¨±²³ Œ • ¥¡¨³ ± .

� � �

‡ ©¬¥¬±¿ ² ¥¯¥°¼ ¯®¢¥° µ­® ±²¼¾, ª ® ² ®°  ¿ ¯®«³· ¥ ²±¿

¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ±ª« ¥©ª¨ ² ®·¥ª ² ®° , ±¨¬¬¥ ²°¨·­»µ ® ²­®-

±¨² ¥«¼­® ¥£ ® ¶¥­²°  ±¨¬¬¥ ²°¨¨. •²  ¯®¢¥° µ­® ±²¼ ­ §»-

¢ ¥ ²±¿ ¡³²»«ª  Š«¥©­  . Š ª ³¦¥ £ ®¢®°¨« ® ±¼, ®­  ¯®-

«³· ¥ ²±¿ ¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ±ª« ¥©ª¨ ±²° ¥« ®ª, ¨§ ® ¡° ¦¥­­»µ

­  °¨±. 9.2 (¡). …±«¨ ¤®¯³ ±²¨²¼ ± ¬®¯¥° ¥ ± ¥·¥­¨¿, ² ® ¯°¨

² ª ®© ±ª« ¥©ª ¥ ¯®«³·¨²±¿ ¯®¢¥° µ­® ±²¼, ¨§ ® ¡° ¦¥­­  ¿ ­ 

°¨±. 9.4.

( ) (¡)

•¨±³­®ª 9.4 •¨±³­®ª 9.5

• ³²»«ª ³ Š« ¥©­  ¬® ¦­® ¯®«³·¨²¼, ±ª« ¥¨¢  ¿ ®¯° ¥ ¤¥« ¥­-

­»¬ ® ¡° § ®¬ ² ®·ª¨ ±² ®° ®­ ª¢  ¤° ² . —² ® ¡» ¯®«³·¨²¼

² ª ® ¥ ¯° ¥ ¤±² ¢« ¥­¨¥ ¡ ³²»«ª¨ Š« ¥©­ , ° §° ¥¦¥¬ ´ ¨£³°³,

¨§ ® ¡° ¦¥­­³¾ ­  °¨±. 9.2 (¡), ¯® ¤³£ ¥, ± ® ¥ ¤¨­¿¾¹¥© ¯ °³

±¨¬¬¥ ²°¨·­»µ ² ®·¥ª A ¨ A (½²¨ ¤¢¥ ² ®·ª¨ ® ¡ ®§­  ·¥­»

®¤­®© ¡ ³ª¢®©, ¯® ² ®¬³ ·² ® ¯°¨ ±ª« ¥©ª ¥ ®­¨ ® ² ® ¦¤¥ ±²¢«¿-

¾²±¿ ¨ ±² ­®¢¿²±¿ ®¤­®© ² ®·ª ®©). ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¯®«³·¨¬

ª¢  ¤° ², ² ®·ª¨ ±² ®° ®­ ª ® ² ®° ®£ ® ® ² ® ¦¤¥ ±²¢«¿¾²±¿ ² ª,

ª ª ¯®ª § ­® ­  °¨±. 9.5 ( ). „¢¥ ª ®° ® ²ª¨¥ ±²° ¥«ª¨ ¬® ¦­®
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§ ¬¥­¨²¼ ®¤­®© ±²° ¥«ª ®©. •® ±« ¥ ­¥ª ® ² ®°»µ ¯¥° ¥ ® ¡ ®§­  ·¥-

­¨© ¯°¨¤¥¬ ª °¨±. 9.5 (¡).

…¹¥ ®¤­® ¯° ¥ ¤±² ¢« ¥­¨¥ ® ¡ ³²»«ª ¥ Š« ¥©­  ¬® ¦­®

¯®«³·¨²¼, ° §° ¥§ ¢ ª¢  ¤° ² ¯® ¤¨ £ ®­ «¨ (°¨±. 9.6 ( )).

‘ª« ¥¨¢ ¯® ±« ¥ ½² ®£ ® ®¤­³ ¨§ ¯ ° ±²° ¥« ®ª, ¯°¨¤¥¬ ª

°¨±. 9.6 (¡). •®«³·¥­­»© ²° ¥ ³£ ®«¼­¨ª ¬® ¦­® § ¬¥­¨²¼ ­ 

ª¢  ¤° ² (°¨±. 9.6 (¢)).

( ) (¡)

(¢)

•¨±³­®ª 9.6

.

‡  ¤  ·  9.8. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ¡ ³²»«ª ³ Š« ¥©­  ¬® ¦­® ° §-

° ¥§ ²¼ ­  ¤¢  «¨±²  Œ • ¥¡¨³ ± .

.

‡  ¤  ·  9.9. • ± ±¬® ²°¨¬ ´ ¨£³°³ F , ² ®·ª¨ ª ® ² ®° ®© ± ®-

® ²¢¥ ²±²¢³¾² ¯ ° ¬ ² ®·¥ª f x; y g , £ ¤¥ x | ² ®·ª  ® ²° ¥§ª 

[0 ; 1], y | ² ®·ª  «¨±²  Œ • ¥¡¨³ ± . •°¨ ½² ®¬ ² ®·ª¨ f x

1

; y

1

g ¨

f x

2

; y

2

g ´ ¨£³°» F ±·¨² ¾²±¿ ¡«¨§ª¨¬¨, ¥ ±«¨ ¡«¨§ª¨ ª ª

² ®·ª¨ x

1

¨ x

2

® ²° ¥§ª , ² ª ¨ ² ®·ª¨ y

1

¨ y

2

«¨±²  Œ • ¥¡¨³ ± .

„®ª ¦¨² ¥, ·² ® £° ­¨¶  ½² ®© ´ ¨£³°» £ ®¬¥ ®¬®°´­  ¡ ³²»«-

ª ¥ Š« ¥©­ .

.

‡  ¤  ·  9.10. •® ±²° ®©² ¥ ­  ¡ ³²»«ª ¥ Š« ¥©­  ¨­¢®«¾¶¨¾

¡ ¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ² ®·¥ª.

…±«¨ ¨§ ¯° ® ¥ª²¨¢­®© ¯« ® ±ª ® ±²¨ ¢»° ¥§ ²¼ ¤¨±ª, ² ® ¯®-

«³·¨¬ «¨±² Œ • ¥¡¨³ ±  (§  ¤  ·  9.5). •² ® ®§­  · ¥ ², ·² ® ¯° ®-
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¥ª²¨¢­³¾ ¯« ® ±ª ® ±²¼ ¬® ¦­® ¯®«³·¨²¼ ±« ¥ ¤³¾¹¨¬ ® ¡° -

§ ®¬. ‚»° ¥¦¥¬ ¨§ ± ´ ¥°» ¤¨±ª ¨ ¯°¨ª« ¥¨¬ «¨±² Œ • ¥¡¨³ ± 

ª ª° ¾ ¯®«³·¥­­®© ± ´ ¥°» ± ¤»°ª ®©. • ¯®¬­¨¬, ·² ® ª° -

¥¬ «¨±²  Œ • ¥¡¨³ ±  ¿¢«¿¥ ²±¿ ®ª°³¦­® ±²¼, ª ® ² ®°³¾ ¬® ¦­®

® ² ® ¦¤¥ ±²¢¨²¼ ± ª° ¥¬ ± ´ ¥°» ± ¤»°ª ®©.

• ³²»«ª ³ Š« ¥©­  ¬® ¦­® ° §° ¥§ ²¼ ­  ¤¢  «¨±²  Œ • ¥¡¨-

³± . •² ® ®§­  · ¥ ², ·² ® ¡ ³²»«ª ³ Š« ¥©­  ¬® ¦­® ¯®«³·¨²¼

±« ¥ ¤³¾¹¨¬ ® ¡° § ®¬. ‚»° ¥¦¥¬ ¨§ ± ´ ¥°» ¤¢  ¤¨±ª  ¨ ¯°¨-

ª« ¥¨¬ ª ª° ¾ ª ¦¤®© ¤»°ª¨ ¯® «¨±²³ Œ • ¥¡¨³ ± .

•®¬¨¬® ®¯¥° ¶¨¨ ¯°¨ª« ¥¨¢ ­¨¿ «¨±²  Œ • ¥¡¨³ ± , ¥ ±²¼

¥¹¥ ®¯¥° ¶¨¿ ¯°¨ª« ¥¨¢ ­¨¿ °³·ª¨ (°¨±. 9.7).

•¨±³­®ª 9.7

.

‡  ¤  ·  9.11. „®ª ¦¨² ¥, ·² ® ± ´ ¥° , ª ª ® ² ®° ®© ¯°¨ª« ¥-

¥­» ²°¨ «¨±²  Œ • ¥¡¨³ ± , £ ®¬¥ ®¬®°´­  ± ´ ¥° ¥, ª ª ® ² ®° ®©

¯°¨ª« ¥ ¥­  ®¤­  °³·ª  ¨ ®¤¨­ «¨±² Œ • ¥¡¨³ ± .

•¥¸¥­¨¿

I

9.1. ’ ®° ¬® ¦­® ¯®«³·¨²¼, ±ª« ¥¨¢ ² ®·ª¨ ¯« ® ±ª ® ±²¨ ± ª ®-

®°¤¨­ ² ¬¨ ( x; y ) ¨ ( x + m; y + n ), £ ¤¥ m ¨ n | ¶¥«»¥

·¨±« . ‚ ± ¬®¬ ¤¥« ¥, ¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ² ª ®© ±ª« ¥©ª¨ ¯®«³·¨¬

ª¢  ¤° ², ¨§ ® ¡° ¦¥­­»© ­  °¨±. 9.8; ±²° ¥«ª¨ ¯®ª §»¢ ¾²,

ª ª¨¥ ² ®·ª¨ ¥£ ® ±² ®° ®­ ­³¦­® ±ª« ¥¨²¼.
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•¨±³­®ª 9.8 •¨±³­®ª 9.9

—² ® ¡» ¯®«³·¨²¼ ² ®° ®¯¨± ­­»¬ ¢»¸¥ ±¯® ± ® ¡ ®¬, ­¥ ²

­¥ ® ¡ µ ®¤¨¬® ±²¨ ° ± ±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢±¾ ¯« ® ±ª ® ±²¼. Œ® ¦­®

¢§¿²¼ ¨ ¯° ®¨§¢®«¼­³¾ ¥ ¥ · ±²¼, ± ®¤¥°¦ ¹³¾ ª¢  ¤° ²,

¨§ ® ¡° ¦¥­­»© ­  °¨±. 9.8. • ¯°¨¬¥°, ¬® ¦­® ¢§¿²¼ ¯°¿¬®-

³£ ®«¼­¨ª ± ¢¥°¸¨­ ¬¨ (0 ; 0), (0 ; p ), ( q ; 0) ¨ ( q ; p ) (°¨±. 9.9).

„¨ £ ®­ «¼ ½² ®£ ® ¯°¿¬®³£ ®«¼­¨ª , ¨±µ ®¤¿¹  ¿ ¨§ ­  · « 

ª ® ®°¤¨­ ², ¢ ° ¥§³«¼² ² ¥ ±ª« ¥©ª¨ ¯° ¥¢° ¹ ¥ ²±¿ ¢ § ¬ª­³-

²³¾ ª°¨¢³¾ ­  ² ®° ¥. •²  ª°¨¢  ¿ ® ¡¢¨¢ ¥ ² ² ®° p ° § ¢

­ ¯° ¢« ¥­¨¨ ¬¥°¨¤¨ ­  ¨ q ° § ¢ ­ ¯° ¢« ¥­¨¨ ¯ ° «« ¥«¨

(¨«¨ q ° § ¢ ­ ¯° ¢« ¥­¨¨ ¬¥°¨¤¨ ­  ¨ p ° § ¢ ­ ¯° ¢« ¥­¨¨

¯ ° «« ¥«¨; ½² ® § ¢¨±¨² ® ² ² ®£ ®, ª ª ¨¬¥­­® ¬» ±ª« ¥¨«¨

² ®° ¨§ ª¢  ¤° ² ).

Ž±² ¥ ²±¿ ¯° ®¢¥°¨²¼, ·² ® ­  ² ®° ¥ ¯®«³· ¥ ²±¿ ­¥ ± ¬®-

¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹  ¿±¿ ª°¨¢  ¿. Š® ®°¤¨­ ²» ² ®·¥ª ° ± ±¬ ²°¨¢ -

¥¬®© ¤¨ £ ®­ «¨ ¯°¿¬®³£ ®«¼­¨ª  ³ ¤®¢« ¥ ²¢®°¿¾² ³° ¢­¥-

­¨¾ px = q y . •° ¥ ¤¯®« ® ¦¨¬, ·² ® ² ®·ª¨ ( x

1

; y

1

) ¨ ( x

2

; y

2

),

« ¥¦ ¹¨¥ ­  ¤¨ £ ®­ «¨, ® ² ® ¦¤¥ ±²¢«¿¾²±¿ ¯°¨ ±ª« ¥©ª ¥, ².¥.

x

1

= x

2

+ m ¨ y

1

= y

2

+ n , £ ¤¥ m ¨ n | ¶¥«»¥ ·¨-

±« . “ ·¨²»¢  ¿, ·² ® px

1

= q y

1

¨ px

2

= q y

2

, ¯®«³· ¥¬

p ( x

2

+ m ) = q ( y

2

+ n ) ¨ pm = q n . ’  ª ª ª ·¨±«  p ¨

q ¢§ ¨¬­® ¯° ® ±²»¥, ² ® m = k q ¨ n = k p . ‘« ¥ ¤®¢ ² ¥«¼-

­®, ¯°¨ ±ª« ¥©ª ¥ ® ² ® ¦¤¥ ±²¢«¿¾²±¿ «¨¸¼ ª ®­¶» ¤¨ £ ®­ «¨;

­¨ª ª¨¥ ¤°³£¨¥ ² ®·ª¨ ¤¨ £ ®­ «¨ ­¥ ® ² ® ¦¤¥ ±²¢«¿¾²±¿.

I

9.2.  ) • ³ ¤¥¬ £ ®¢®°¨²¼, ·² ® ­  ª°¨¢®©, ± ® ¥ ¤¨­¿¾¹¥© ² ®-

·ª¨ A ¨ B , ° ¥ «¨§³¥ ²±¿ ° ± ±² ®¿­¨¥ d , ¥ ±«¨ ±³¹¥ ±²¢³¥ ²

® ²° ¥§ ®ª ¤«¨­®© d , ª ®­¶» ª ® ² ®° ®£ ® « ¥¦ ² ­  ½² ®© ª°¨¢®©,

  ± ¬ ® ²° ¥§ ®ª ¯ ° «« ¥« ¥­ AB . ’ ° ¥ ¡ ³¥ ²±¿ ¤®ª § ²¼, ·² ®
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° ± ±² ®¿­¨¥

AB

n

° ¥ «¨§³¥ ²±¿ ­  «¾¡ ®© ª°¨¢®©, ± ® ¥ ¤¨­¿¾-

¹¥© ² ®·ª¨ A ¨ B . „®ª ¦¥¬ ±­  · « , ·² ® ¥ ±«¨ 0 < � < 1, ² ®

­  «¾¡ ®© ª°¨¢®©, ± ® ¥ ¤¨­¿¾¹¥© ² ®·ª¨ A ¨ B , ° ¥ «¨§³¥ ²±¿

µ ® ²¿ ¡» ®¤­® ¨§ ° ± ±² ®¿­¨© �AB ¨ (1 � � ) AB . Œ® ¦­®

±·¨² ²¼, ·² ® ® ²° ¥§ ®ª AB ° ±¯®« ® ¦¥­ ­  ® ±¨ O x , ¯°¨·¥¬

 ¡ ±¶¨± ±» ¥£ ® ª ®­¶®¢ ° ¢­» 0 ¨ 1. •° ¥ ¤¯®« ® ¦¨¬, ·² ® ­ 

ª°¨¢®© 


0

­¥ ° ¥ «¨§³¾²±¿ ° ± ±² ®¿­¨¿ � ¨ 1 � � . ’ ®£ ¤ 

¯°¨ ±¤¢¨£ µ ½² ®© ª°¨¢®© ¢ ¤®«¼ ® ±¨ O x ­  ° ± ±² ®¿­¨¿ �

¨ 1 � � ¯®«³· ¾²±¿ ª°¨¢»¥, ­¥ ¨¬¥¾¹¨¥ ® ¡¹¨µ ² ®·¥ª ±

¨±µ ®¤­®© ª°¨¢®©. •³ ±²¼ 


�

¨ 


1

| ª°¨¢»¥, ¯®«³·¥­­»¥ ¨§

ª°¨¢®© 


0

±¤¢¨£ ¬¨ ¢ ¤®«¼ ® ±¨ O x ­  ° ± ±² ®¿­¨¥ � ¨ 1 ¢

¯®« ® ¦¨² ¥«¼­®¬ ­ ¯° ¢« ¥­¨¨. ’ ®£ ¤  ª°¨¢  ¿ 


�

­¥ ¯¥° ¥ ± ¥-

ª ¥ ²±¿ ­¨ ± 


0

, ­¨ ± 


1

. •® ±²° ®¨¬ ª°¨¢³¾ L ±« ¥ ¤³¾¹¨¬

® ¡° § ®¬. ‚»¡ ¥° ¥¬ ­  ª°¨¢®© 


�

² ®·ª ³ ± ¬ ª ±¨¬ «¼­®©

®°¤¨­ ² ®© ¨ ¯° ®¢¥ ¤¥¬ ¨§ ­¥ ¥ «³·, ¯ ° «« ¥«¼­»© ® ±¨ O y ,

¯® ­ ¯° ¢« ¥­¨¾ ª + 1 ,   ¨§ ² ®·ª¨ ± ¬¨­¨¬ «¼­®© ®°¤¨­ -

² ®© ¯° ®¢¥ ¤¥¬ «³· ¯® ­ ¯° ¢« ¥­¨¾ �1 (°¨±. 9.10). Š°¨¢  ¿

•¨±³­®ª 9.10

L ± ® ±² ®¨² ¨§ ½²¨µ ¤¢³µ «³·¥© ¨ · ±²¨ ª°¨¢®© 


�

, ¨¤³¹¥©

¨§ ­  · «  ®¤­®£ ® «³·  ¢ ­  · « ® ¤°³£ ®£ ®. Š°¨¢»¥ 


0

¨ 


1

­¥ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¾²±¿ ­¨ ± ª°¨¢®© 


�

, ­¨ ± ° ± ±¬ ²°¨¢ ¥¬»¬¨

«³· ¬¨. •®½² ®¬³ ®­¨ ­¥ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¾²±¿ ± ª°¨¢®© L . € ² ª

ª ª ª°¨¢  ¿ L ° § ¡¨¢ ¥ ² ¯« ® ±ª ® ±²¼ ­  ¤¢¥ · ±²¨, ¯°¨·¥¬

² ®·ª¨ ª°¨¢»µ 


0

¨ 


1

± ¬ ª ±¨¬ «¼­»¬¨ ®°¤¨­ ² ¬¨ « ¥¦ ²

¢ ° §­»µ · ±²¿µ, ² ® ª°¨¢»¥ 


0

¨ 


1

« ¥¦ ² ¢ ° §­»µ · ±²¿µ.
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‘ ¤°³£ ®© ±² ®° ®­», ª°¨¢»¥ 


0

¨ 


1

¨¬¥¾² ® ¡¹³¾ ² ®·ª ³

± ª ® ®°¤¨­ ² ¬¨ (1,0). •®«³·¥­® ¯° ® ²¨¢®° ¥·¨¥, ¯®½² ®¬³

µ ® ²¿ ¡» ®¤­® ¨§ ° ± ±² ®¿­¨© � ¨ 1 � � ° ¥ «¨§³¥ ²±¿.

„®ª ¦¥¬ ² ¥¯¥°¼ ¨­¤³ª¶¨¥© ¯® n , ·² ® ° ± ±² ®¿­¨¥

AB

n

° ¥ «¨§³¥ ²±¿ ­  «¾¡ ®© ª°¨¢®©. •°¨ n = 1 ³²¢¥°¦¤¥­¨¥

®·¥¢¨¤­®. ˜ £ ¨­¤³ª¶¨¨ ¤¥« ¥ ²±¿ ±« ¥ ¤³¾¹¨¬ ® ¡° § ®¬.

•³ ±²¼ � = 1 =n . ’ ®£ ¤ 

1 � � =

n � 1

n

;

¯®½² ®¬³ ®¤­® ¨§ ° ± ±² ®¿­¨©

AB

n

¨

( n � 1) AB

n

° ¥ «¨§³-

¥ ²±¿. …±«¨ ° ¥ «¨§³¥ ²±¿ ° ± ±² ®¿­¨¥

AB

n

, ² ® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥

¤®ª § ­®. …±«¨ ° ¥ «¨§³¥ ²±¿ ° ± ±² ®¿­¨¥

( n � 1) AB

n

, ² ® ¤«¿

ª°¨¢®©, ± ® ¥ ¤¨­¿¾¹¥© ª ®­¶» ® ²° ¥§ª  ¤«¨­®©

( n � 1) AB

n

,

± ®£ « ±­® ¯° ¥ ¤¯®« ® ¦¥­¨¾ ¨­¤³ª¶¨¨ ° ¥ «¨§³¥ ²±¿ ° ± ±² ®¿-

­¨¥

1

n � 1

( n � 1) AB

n

=

AB

n

:

¡) •³ ±²¼ n | ¶¥«  ¿ · ±²¼ ·¨±«  d . • §¤¥«¨¬ ® ²° ¥§ ®ª

[ n; d ] ­  n ° ¢­»µ · ±² ¥©. •  °¨±. 9.11 ¨§ ® ¡° ¦¥­  ª°¨¢  ¿


 , ± ® ¥ ¤¨­¿¾¹  ¿ ª ®­¶» ® ²° ¥§ª  AB ¤«¨­®© d . •³­ª²¨°­  ¿

ª°¨¢  ¿ 


0

¯®«³·¥­  ¨§ ª°¨¢®© 
 ±¤¢¨£ ®¬ ¢ ¤®«¼ ® ²° ¥§ª  AB

­  ° ± ±² ®¿­¨¥ 1. ’  ª ª ª ª°¨¢»¥ 
 ¨ 


0

­¥ ¯¥° ¥ ± ¥ª ¾²±¿,

² ® ­  ª°¨¢®© 
 ­¥ ° ¥ «¨§³¥ ²±¿ ° ± ±² ®¿­¨¥ AB =d = 1.

•¨±³­®ª 9.11
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I

9.3. •³ ±²¼ § ¬ª­³²  ¿ ª°¨¢  ¿ 
 ® ¡¢¨¢ ¥ ² ² ®° p ° § ¢

­ ¯° ¢« ¥­¨¨ ¬¥°¨¤¨ ­  ¨ q ° § ¢ ­ ¯° ¢« ¥­¨¨ ¯ ° «« ¥-

«¨. Ž² ® ¦¤¥ ±²¢¨¬ ² ®·ª¨ ¯« ® ±ª ® ±²¨, ¨¬¥¾¹¨¥ ª ® ®°¤¨­ ²»

( x; y ) ¨ ( x + m; y + n ), £ ¤¥ m ¨ n | ¶¥«»¥ ·¨±« . ‚ ° ¥§³«¼-

² ² ¥ ¯®«³·¨¬ ² ®°. •°¨ ² ª ®© ±ª« ¥©ª ¥ ª°¨¢³¾ 
 ¬® ¦­®

¯®«³·¨²¼ ¨§ ª°¨¢®© �, ± ® ¥ ¤¨­¿¾¹¥© ­  ¯« ® ±ª ® ±²¨ ² ®·ª¨

A = (0 ; 0) ¨ B = ( p; q ).

•° ¥ ¤¯®« ® ¦¨¬, ·² ® ·¨±«  p ¨ q «¨¡ ® ® ¡  ­¥ ° ¢­» ­³«¾

¨ ¨¬¥¾² ® ¡¹¨© ¤¥«¨² ¥«¼ d 6= 1, «¨¡ ® ®¤­® ¨§ ­¨µ ° ¢­®

­³«¾,   ¤°³£ ® ¥ ° ¢­® d 6= 1. ‘®£ « ±­® §  ¤  ·¥ 9.2  ) ­ 

ª°¨¢®© � ° ¥ «¨§³¥ ²±¿ ° ± ±² ®¿­¨¥

AB

d

, ².¥. ­  ª°¨¢®© �

¬® ¦­® ¢»¡° ²¼ ² ®·ª¨ P ¨ Q ² ª, ·² ®

� � !

P Q =

1

d

� � !

AB :

‚¥ª² ®°

� � !

P Q ¨¬¥ ¥ ² ¶¥« ®·¨±« ¥­­»¥ ª ® ®°¤¨­ ²» (

p

d

;

q

d

), ¯®-

½² ®¬³ ² ®·ª¨ P ¨ Q ® ² ® ¦¤¥ ±²¢«¿¾²±¿, ².¥. ®­¨ ± ® ® ²¢¥ ²-

±²¢³¾² ®¤­®© ¨ ² ®© ¦¥ ² ®·ª ¥ ² ®° . •² ® ®§­  · ¥ ², ·² ®

ª°¨¢  ¿ 
 ± ¬®¯¥° ¥ ± ¥ª ¾¹  ¿±¿.

I

9.4. ‡ ¬¥ ²¨¬ ±­  · « , ·² ® ¥ ±«¨ Q ( x; y ) | ¯° ®¨§¢¥ ¤¥­¨¥ g

± ®¬­® ¦¨² ¥« ¥© ¢¨¤  ( x � 2 k + 1)

2

+ y

2

� 1, £ ¤¥ k = 1 ; : : : ; g ,

² ® ³° ¢­¥­¨¥ Q ( x; y ) = 0 §  ¤ ¥ ² ­  ¯« ® ±ª ® ±²¨ ¬­® ¦¥ ±²¢®,

± ® ±² ®¿¹¥ ¥ ¨§ g ®ª°³¦­® ±² ¥© (°¨±. 9.12). •®½² ®¬³ ³° ¢­¥-

­¨¥

Q ( x; y ) + z

2

� " = 0 ;

£ ¤¥ " | ¤® ±² ² ®·­® ¬ « ® ¥ ¯®« ® ¦¨² ¥«¼­® ¥ ·¨±« ®, §  ¤ ¥ ²

± ´ ¥°³ ± g °³·ª ¬¨.

1 2 3 g

•¨±³­®ª 9.12
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I

9.5. •  °¨±. 9.13 ( ) ¯®ª § ­®, ª ª ¬® ¦­® ¯° ¥ ¤±² ¢¨²¼

¯° ® ¥ª²¨¢­³¾ ¯« ® ±ª ® ±²¼ ± ¢»° ¥§ ­­»¬ ¤¨±ª ®¬. ‘¤¥« ¥¬

° §° ¥§» b ¨ c , ¨§ ® ¡° ¦¥­­»¥ ­  °¨±. 9.13 (¡). ‡ ² ¥¬ ±ª« ¥-

¨¬ ±²° ¥«ª¨ a (°¨±. 9.13 (¢)). ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¯®«³·¨¬ «¨±²

Œ • ¥¡¨³ ± .

( ) (¡) (¢)

•¨±³­®ª 9.13

I

9.6. •  «¨±² ¥ Œ • ¥¡¨³ ±  ¤¢¥ ¯° ® ¥ª²¨¢­»¥ ¯°¿¬»¥ ¢»£ «¿-

¤¿² ² ª, ª ª ¯®ª § ­® ­  °¨±. 9.14.

•¨±³­®ª 9.14

I

9.7. •°¿¬  ¿ ­  ¯« ® ±ª ® ±²¨ §  ¤ ¥ ²±¿ ³° ¢­¥­¨¥¬ ax + by +

c = 0, £ ¤¥ ·¨±«  a ¨ b ­¥ ° ¢­» ­³«¾ ®¤­®¢° ¥¬¥­­®. •®-

½² ®¬³ ¯°¿¬®© ¬® ¦­® ± ®¯® ±² ¢¨²¼ ²° ®©ª ³ ·¨± ¥« ( a; b; c ).

’ ° ®©ª¨ ( a; b; c ) ¨ ( �a; �b; �c ), £ ¤¥ � 6= 0, §  ¤ ¾² ®¤­³ ¨ ²³

¦¥ ¯°¿¬³¾. •®½² ®¬³ ¬­® ¦¥ ±²¢® ¯°¿¬»µ ­  ¯« ® ±ª ® ±²¨ £ ®-

¬¥ ®¬®°´­® ¯° ® ¥ª²¨¢­®© ¯« ® ±ª ® ±²¨, ¨§ ª ® ² ®° ®© ¢»ª ®« ® ² 

² ®·ª , ± ® ® ²¢¥ ²±²¢³¾¹  ¿ ²° ®©ª ¥ (0,0,1).

•° ® ¥ª²¨¢­  ¿ ¯« ® ±ª ® ±²¼ ± ¢»ª ®« ® ² ®© ² ®·ª ®© £ ®¬¥ ®-

¬®°´­  «¨±²³ Œ • ¥¡¨³ ± . •°¨ ½² ®¬ ¯° ¥ ¤¯®« £ ¥ ²±¿, ·² ®

£° ­¨·­  ¿ ®ª°³¦­® ±²¼ ­¥ ¯°¨­  ¤« ¥¦¨² «¨±²³ Œ • ¥¡¨³ ± .
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I

9.8. • ¯®¬­¨¬, ·² ® ¤¢  ±¯® ± ® ¡  ±ª« ¥©ª¨ ¡ ³²»«ª¨ Š« ¥©-

­  ¨§ ª¢  ¤° ²  ¨§ ® ¡° ¦¥­» ­  °¨±. 9.5 (¡) ¨ 9.6 (¢). • 

°¨±. 9.15 ¯³­ª²¨° ®¬ ¨§ ® ¡° ¦¥­» ²° ¥ ¡ ³¥¬»¥ ° §° ¥§» ¤«¿

® ¡ ®¨µ ±¯® ± ® ¡ ®¢ ±ª« ¥©ª¨.

( ) (¡)

•¨±³­®ª 9.15

I

9.9. •° ¥ ¤±² ¢¨¬ «¨±² Œ • ¥¡¨³ ±  ª ª ¯° ® ¥ª²¨¢­³¾ ¯« ® ±-

ª ® ±²¼ ± ¢»° ¥§ ­­»¬ ¤¨±ª ®¬, ².¥. ª ª ª ®«¼¶®, ­  ¢­³-

²° ¥­­¥© £° ­¨·­®© ®ª°³¦­® ±²¨ ª ® ² ®° ®£ ® ® ² ® ¦¤¥ ±²¢« ¥­»

¤¨ ¬¥ ²° «¼­® ¯° ® ²¨¢®¯®« ® ¦­»¥ ² ®·ª¨ (°¨±. 9.16 ( )). ’ ®-

£ ¤  ° ± ±¬ ²°¨¢ ¥¬³¾ ´ ¨£³°³ ¬® ¦­® ¯° ¥ ¤±² ¢¨²¼ ª ª ¶¨-

«¨­¤°, ¨§ ª ® ² ®° ®£ ® ¢»° ¥§ ­ ¬¥­¼¸¨© ¶¨«¨­¤° ¨ ¯°¨ ½² ®¬

£° ­¨·­»¥ ² ®·ª¨ ¬¥­¼¸¥£ ® ¶¨«¨­¤°  ® ² ® ¦¤¥ ±²¢« ¥­» ² ª,

ª ª ¯®ª § ­® ­  °¨±. 9.16 (¡). •® ±« ¥ ±ª« ¥©ª¨ £° ­¨·­»¥

² ®·ª¨ ¬¥­¼¸¥£ ® ¶¨«¨­¤° , ­¥ « ¥¦ ¹¨¥ ­  ¥£ ® ® ±­®¢ ­¨¿µ,

¯¥° ¥ ±² ­³² ¡»²¼ £° ­¨·­»¬¨. •®½² ®¬³ £° ­¨¶  ° ± ±¬ -

²°¨¢ ¥¬®© ´ ¨£³°» ¯° ¥ ¤±² ¢«¿¥ ² ± ® ¡ ®© ± ´ ¥°³, ¨§ ª ® ² ®-

° ®© ¢»° ¥§ ­» ¤¢  ¤¨±ª  ¨ ¢¬¥ ±² ® ­¨µ ¢ª« ¥ ¥­» ¤¢  «¨±² 

Œ • ¥¡¨³ ± . •²  ¯®¢¥° µ­® ±²¼ £ ®¬¥ ®¬®°´­  ¡ ³²»«ª ¥ Š« ¥©­ .

( ) (¡)

•¨±³­®ª 9.16 •¨±³­®ª 9.17
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I

9.10. • ± ±¬® ²°¨¬ ¡ ®ª ®¢³¾ ¯®¢¥° µ­® ±²¼ ¯°¿¬®£ ® ª°³£ ®-

¢®£ ® ¶¨«¨­¤° . …¥ £° ­¨¶  ± ® ±² ®¨² ¨§ ¤¢³µ ®ª°³¦­® ±² ¥©.

Ž² ® ¦¤¥ ±²¢¨¢ ¨µ ² ®·ª¨, ±¨¬¬¥ ²°¨·­»¥ ® ²­® ±¨² ¥«¼­® ¶¥­-

²°  ±¨¬¬¥ ²°¨¨ ¶¨«¨­¤°  ¯®«³·¨¬ ¡ ³²»«ª ³ Š« ¥©­ . ’ ° ¥-

¡ ³¥¬  ¿ ¨­¢®«¾¶¨¿ f ½² ®© ¡ ³²»«ª¨ Š« ¥©­  | ±¨¬¬¥ ²°¨¿

® ²­® ±¨² ¥«¼­® ® ±¨ ¶¨«¨­¤°  (°¨±. 9.17).

I

9.11. ‘´ ¥° , ª ª ® ² ®° ®© ¯°¨ª« ¥ ¥­» ¤¢  «¨±²  Œ • ¥¡¨³ ± ,

£ ®¬¥ ®¬®°´­  ¡ ³²»«ª ¥ Š« ¥©­ . •®½² ®¬³ ± ´ ¥° , ª ª ® ² ®-

° ®© ¯°¨ª« ¥ ¥­» ²°¨ «¨±²  Œ • ¥¡¨³± , £ ®¬¥ ®¬®°´­  ¡ ³²»«ª ¥

Š« ¥©­ , ª ª ® ² ®° ®© ¯°¨ª« ¥ ¥­ ®¤¨­ «¨±² Œ • ¥¡¨³± . ’  ª  ¿

´ ¨£³°  ¨§ ® ¡° ¦¥­  ­  °¨±. 9.18 ( ). ‘¤¥« ¥¬ ° §° ¥§ c ,  

§ ² ¥¬ ±ª« ¥¨¬ ±²° ¥«ª¨ b (°¨±. 9.18 (¡)). ‚ ° ¥§³«¼² ² ¥ ¯®-

«³·¨¬ ± ´ ¥°³, ª ª ® ² ®° ®© ¯°¨ª« ¥ ¥­» °³·ª  a ¨ «¨±² Œ • ¥-

¡¨³ ±  c .

( ) (¡)

•¨±³­®ª 9.18
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