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�°¥¤¨±«®¢¨¥�°¥¤¬¥² ¨§³·¥­¨¿ ²®¯®«®£¨¨ | ±¢®©±²¢  ´¨£³°, ±®-µ° ­¿¾¹¨¥±¿ ¯°¨ ­¥¯°¥°»¢­»µ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ·­»µ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿µ ¨«¨ ¯°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¿µ. �¥°¢®­ · «¼­®¥§­ ª®¬±²¢® ± ²®¯®«®£¨¥© § ²°³¤­¥­® ²¥¬, ·²® ±²°®£®¥®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¤ ¦¥ ¯°®±²¥©¸¨µ ²®¯®«®£¨·¥±ª¨µ ¯®­¿²¨©¢¥±¼¬  £°®¬®§¤ª®. �®½²®¬³ ¯¥°¢»¥ ±®¤¥°¦ ²¥«¼­»¥ ²¥-®°¥¬» ®¡»·­® ¯®¿¢«¿¾²±¿ «¨¸¼ ¯®±«¥ ¡®«¼¸®© ¯°¥¤¢ -°¨²¥«¼­®© ° ¡®²», ¯°¨·¥¬ ®±­®¢­ ¿ · ±²¼ ½²®© ° ¡®²»¯®±¢¿¹¥­  ¯®¤°®¡­®¬³ ¨  ªª³° ²­®¬³ ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ¨­-²³¨²¨¢­® ®·¥¢¨¤­»µ ³²¢¥°¦¤¥­¨©,   ½²® § ­¿²¨¥ ­¥ ®·¥­¼³¢«¥ª ²¥«¼­®¥.�²  ª­¨£  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¢¢®¤­»© ª³°± ²®¯®«®-£¨¨, ±²°³ª²³°  ª®²®°®£® ­¥ ±®¢±¥¬ ®¡»·­ . �®¯®«®£¨·¥-±ª¨¥ ¯®­¿²¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¢ ­¥© ±­ · «  ­  ¡»²®¢®¬,¨­²³¨²¨¢­® ®·¥¢¨¤­®¬ ³°®¢­¥,   § ²¥¬ ®­¨ ¯® µ®¤³ ¤¥« ³²®·­¿¾²±¿ ¨ ¤®¢®¤¿²±¿ ¤® ¤®±² ²®·­® ±²°®£®£® ³°®¢­¿.�²® ¯®§¢®«¿¥² ± ± ¬®£® ­ · «  § ­¨¬ ²¼±¿ ¢¯®«­¥ ±®¤¥°-¦ ²¥«¼­»¬¨ § ¤ · ¬¨.�°³£®¥ ±³¹¥±²¢¥­­®¥ ®²«¨·¨¥ ª­¨£¨ § ª«¾· ¥²±¿ ¢²®¬, ·²® §­ ·¨²¥«¼­ ¿ ¥¥ · ±²¼ ¯®±¢¿¹¥­  ° §«¨·­»¬¯°¨¬¥° ¬ ®²®¡° ¦¥­¨© ¨ ª®­±²°³ª¶¨© ¤«¿ ¤¢³¬¥°­»µ ¯®-¢¥°µ­®±²¥©, ³§«®¢ ¨ § ¶¥¯«¥­¨©. �¡»·­® ²®¯®«®£¨ ³¤¥«¿-¾² ¡®«¼¸¥ ¢­¨¬ ­¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²®£®, ·²® ®²®¡° -¦¥­¨¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¢¨¤  ­¥ ±³¹¥±²¢³¾². �²® ²°¥¡³¥²¯®±²°®¥­¨¿ ° §«¨·­»µ ¨­¢ °¨ ­²®¢, ª ª ¯° ¢¨«®, ¤®±² -²®·­® ±«®¦­»µ. �» ®¡±³¤¨¬ «¨¸¼ ­ ¨¡®«¥¥ ¯°®±²»¥, ­®¢¥±¼¬  ½´´¥ª²¨¢­»¥ ¨­¢ °¨ ­²».�±®¡®¥ §­ ·¥­¨¥ ¨¬¥¾² ¨««¾±²° ¶¨¨. �® ¬­®£¨µ ¬¥-±² µ ª­¨£¨ ¨¬¥­­® ®­¨ ­ ¨¡®«¥¥ ¢ ¦­»,   ²¥ª±² ±«³¦¨²«¨¸¼ ª®¬¬¥­² °¨¥¬ ª ­¨¬.�°¨ ¨§³·¥­¨¨ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ¢ ¦­³¾ °®«¼ ¨£° ¥² °¥-¸¥­¨¥ § ¤ ·. � §¡®° ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» ­¥ ¬®¦¥²§ ¬¥­¨²¼ ¯®¯»²®ª ¤®ª § ²¼ ¥¥ ± ¬®±²®¿²¥«¼­®. �­®£¨¥³²¢¥°¦¤¥­¨¿, ª®²®°»¥ ·¨² ²¥«¾ ¡³¤¥² ¯®«¥§­® ®¡¤³¬ ²¼



4 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿± ¬®±²®¿²¥«¼­®, ±´®°¬³«¨°®¢ ­» ¢ ¢¨¤¥ § ¤ ·. �²¨ § -¤ ·¨ ²¥±­® ±¯«¥²¥­» ± ®±­®¢­»¬ ±®¤¥°¦ ­¨¥¬ ª­¨£¨, ¯®-½²®¬³ ¢ ª®­¶¥ ª ¦¤®£® ¯ ° £° ´  ¨µ °¥¸¥­¨¿ ¯®¤°®¡­®®¡±³¦¤ ¾²±¿.�¯¨±®ª «¨²¥° ²³°», °¥ª®¬¥­¤³¥¬®© ¤«¿ ¤ «¼­¥©¸¥£®¨§³·¥­¨¿ ²®¯®«®£¨¨, ¯°¨¢¥¤¥­ ¢ ª®­¶¥ ª­¨£¨. �°¥¤¨ ª­¨£¨ ±² ²¥©, ®ª § ¢¸¨µ ¢«¨¿­¨¥ ­  ½²³ ª­¨£³, ®±®¡® ±«¥¤³¥²¢»¤¥«¨²¼ ª­¨£³ [�®«¼´±¥­, 1976] ¨ ±² ²¼¾ [�¨°®, 1981].�­¨£  ®±­®¢ ­  ­  ¶¨ª«¥ «¥ª¶¨©, ¯°®·¨² ­­»µ  ¢²®-°®¬ ¢ 1990/91 ³·¥¡­®¬ £®¤³ ¤«¿ ³· ¹¨µ±¿ ±°¥¤­¥© ¸ª®«»Â 57 £. �®±ª¢».� ¡« £®¤ °¥­ �. �. �®±¨­±ª®¬³ ¨ �. �. �« ©¸¥°³ § ¯®«¥§­»¥ ®¡±³¦¤¥­¨¿ °³ª®¯¨±¨.



1�¥´®°¬ ¶¨¨ ½« ±²¨·­»µ ²¥«�­ ª®¬±²¢® ± ²®¯®«®£¨¥© ¬» ­ ·­¥¬ ± ­¥±ª®«¼ª¨µ § ¤ · ®¤¥´®°¬ ¶¨¿µ ½« ±²¨·­»µ ²¥« ¨ ¯®¢¥°µ­®±²¥©. �» ¡³¤¥¬±·¨² ²¼, ·²® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¥ ´¨£³°» ¬®¦­® ¤¥´®°¬¨-°®¢ ²¼, ².¥. ±¬¨­ ²¼, ±¦¨¬ ²¼ ¨ ° ±²¿£¨¢ ²¼, ­¥ ¤®¯³±ª ¿¯°¨ ½²®¬ ° §°»¢®¢ ¨ ±ª«¥¥ª.�¥´®°¬ ¶¨¨, ® ª®²®°»µ ¨¤¥² °¥·¼ ¢ ¯°¥¤« £ ¥¬»µ§ ¤ · µ, ª ¦³²±¿ ­  ¯¥°¢»© ¢§£«¿¤ ­¥¢®§¬®¦­»¬¨. �®¢»¯®«­¨²¼ ¨µ ­¥ ®·¥­¼ ±«®¦­®. �°¥¦¤¥ ·¥¬ ¯°®·¨² ²¼®¯¨± ­¨¥ ½²¨µ ¤¥´®°¬ ¶¨©, ¯®¯»² ©²¥±¼ ¯°¨¤³¬ ²¼ ¨µ± ¬¨.. � ¤ ·  1.1. �®ª ¦¨²¥, ·²® ½« ±²¨·­®¥ ²¥«®, ¨§®¡° ¦¥­-­®¥ ­  °¨±. 1.1 ( ), ¬®¦­® ¯°®¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼ ¢ ²¥«®, ¨§®-¡° ¦¥­­®¥ ­  °¨±. 1.1 (¡). �­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¥±«¨ ¡» ·¥«®-¢¥ª ¡»« ¤®±² ²®·­® ½« ±²¨·¥­, ²® ®­ ±¬®£ ¡» ° §º¥¤¨­¨²¼±¶¥¯«¥­­»¥ ¯ «¼¶» ®¡¥¨µ °³ª, ­¥ ° ±¶¥¯«¿¿ ¨µ.. � ¤ ·  1.2. �« ±²¨·­»© ª°¥­¤¥«¼ ­ ¤¥² ¤¢³¬¿ °³·ª -¬¨ ­  ¡³¡«¨ª (°¨±. 1.2 ( )). �®ª ¦¨²¥, ·²®, ¤¥´®°¬¨-°³¿ ª°¥­¤¥«¼, ®¤­³ ¥£® °³·ª³ ¬®¦­® ±­¿²¼ ± ¡³¡«¨ª (°¨±. 1.2 (¡)).. � ¤ ·  1.3. �  ª°¥­¤¥«¥ ­ °¨±®¢ ­  ®ª°³¦­®±²¼ (±¬.°¨±. 1.3 ( )). �®ª ¦¨²¥, ·²®, ¤¥´®°¬¨°³¿ ª°¥­¤¥«¼,¥¥ ¬®¦­® ¯¥°¥¢¥±²¨ ¢ ®ª°³¦­®±²¼, ¨§®¡° ¦¥­­³¾ ­ °¨±. 1.3 (¡).



6 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿
( ) (¡)�¨±³­®ª 1.1
( ) (¡)�¨±³­®ª 1.2

(¡)
(¡)�¨±³­®ª 1.3



1. �¥´®°¬ ¶¨¨ ½« ±²¨·­»µ ²¥« 7. � ¤ ·  1.4. �®ª ¦¨²¥, ·²® ¯°®ª®«®²³¾ ¢¥«®±¨¯¥¤­³¾ª ¬¥°³ ¬®¦­® ¢»¢¥°­³²¼ ­ ¨§­ ­ª³. (�®·­¥¥ £®¢®°¿, ½²®¬®¦­® ¡»«® ¡» ±¤¥« ²¼, ¥±«¨ ¡» °¥§¨­ , ¨§ ª®²®°®© ¨§-£®²®¢«¥­  ª ¬¥° , ¡»«  ¤®±² ²®·­® ½« ±²¨·­ . �»¢¥°-­³²¼ ­ ¨§­ ­ª³ ®¡»·­³¾ ¢¥«®±¨¯¥¤­³¾ ª ¬¥°³ ± ¯°®ª®-«®¬ ­¥¡®«¼¸®£® ° §¬¥-°  ­¥«¼§¿.). � ¤ ·  1.5. �®ª ¦¨²¥,·²® ²¥«®, ¨§®¡° ¦¥­­®¥­  °¨±. 1.4 ( ), ¬®¦­®¯°®¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼ ¢ ²¥-«®, ¨§®¡° ¦¥­­®¥ ­ °¨±. 1.4 (¡). ( ) (¡)�¨±³­®ª 1.4�¥¸¥­¨¿�¡º¿±­¨²¼ °¥¸¥­¨¿ ¡®«¼¸¨­±²¢  § ¤ · ¨§ ½²®© ª­¨-£¨ ¯°®¹¥ ¢±¥£® ± ¯®¬®¹¼¾ °¨±³­ª®¢, ¯°¨·¥¬, ª ª ¯° -¢¨«®, ½²¨ °¨±³­ª¨­¥ ²°¥¡³¾² ®±®-¡»µ ª®¬¬¥­² °¨-¥¢. �«¿ ¡®«¼¸¥©¿±­®±²¨ ¢ ­¥ª®²®-°»µ ±«³· ¿µ ±²°¥«-ª ¬¨ ³ª § ­» ­ -¯° ¢«¥­¨¿ ¤¢¨¦¥-­¨¿.I 1.1. �¬. °¨±. 1.5.� ®¡±³¦¤¥­¨¾½²®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨¬» ¥¹¥ ¢¥°­¥¬±¿¢ x 4. �¨±³­®ª 1.5



8 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿I 1.2. �¬. °¨±. 1.6.

�¨±³­®ª 1.6I 1.3. �¬. °¨±. 1.7.
�¨±³­®ª 1.7I 1.4. �»¯®«­¨¬ ±­ · «  ¤¥´®°¬ ¶¨¨, ¨§®¡° ¦¥­­»¥ ­ °¨±. 1.8. � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬ ´¨£³°³, ª®²®°³¾ ¬®¦­®±®¢¬¥±²¨²¼ ± ¬³ ± ±®¡®© ¤¢¨¦¥­¨¥¬ ² ª, ·²® ¥¥ À¢­³-
�¨±³­®ª 1.8



1. �¥´®°¬ ¶¨¨ ½« ±²¨·­»µ ²¥« 9²°¥­­¿¿Á ¨ À¢­¥¸­¿¿Á ±²®°®­» ¯®¬¥­¿¾²±¿ ¬¥±² ¬¨. �«¿½²®£® ­³¦­® ±®¢¬¥±²¨²¼ ª®«¼¶® 1 ± ª®«¼¶®¬ 2. � ²¥¬ ¯°®-¤¥« ¥¬ ²¥ ¦¥ ± ¬»¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¢ ®¡° ²­®¬ ¯®°¿¤ª¥. �°¥§³«¼² ²¥ ¢­¥¸­¿¿ ¨ ¢­³²°¥­­¿¿ ±²®°®­» ¢¥«®±¨¯¥¤­®©ª ¬¥°» ¯®¬¥­¿¾²±¿ ¬¥±² ¬¨.�¡° ²¨²¥ ¢­¨¬ ­¨¥, ·²® ¯°¨ ² ª®¬ ¢»¢®° ·¨¢ ­¨¨À¯ ° ««¥«¼Á ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ À¬¥°¨¤¨ ­Á (°¨±. 1.9.)
�¨±³­®ª 1.9I 1.5. �»¯®«­¨¬ ±­ · «  ¤¥´®°¬ ¶¨¨, ¨§®¡° ¦¥­­»¥ ­ °¨±. 1.10. �®«³·¥­­³¾ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ´¨£³°³ «¥£ª® ¯°®-¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼ ¢ ´¨£³°³, ¨§®¡° ¦¥­­³¾ ­  °¨±. 1.1 ( ).�®±«¥ ½²®£® ®±² ¥²±¿ ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ °¥¸¥­¨¥¬ § ¤ -·¨ 1.1.
�¨±³­®ª 1.10



2�§«» ¨ § ¶¥¯«¥­¨¿� ¦­»¬ ®¡º¥ª²®¬ ¨§³·¥­¨¿ ¢ ²®¯®«®£¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ ³§«».�§¥« ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥ ª ª ¢¥°¥¢ª³, ª®­¶» ª®²®°®©±®¥¤¨­¥­». �¤¨­ ¨§ ­ ¨¡®«¥¥ ¯°®±²»µ ³§«®¢ ¨§®¡° ¦¥­ ­ °¨±. 2.1 ( ). �­ ­ §»¢ ¥²±¿ ²°¨«¨±²­¨ª,   ²®·­¥¥, ¯° ¢»©²°¨«¨±²­¨ª. �±²¼ ¥¹¥ «¥¢»© ²°¨«¨±²­¨ª; ®­ ¨§®¡° ¦¥­­  °¨±. 2.1 (¡). �®¦­® ¤®ª § ²¼, ·²® «¥¢»© ²°¨«¨±²­¨ª ¨¯° ¢»© ²°¨«¨±²­¨ª | ° §­»¥ ³§«», ².¥. ¨µ ­¥«¼§¿ ¯°®-¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼ ¤°³£ ¢ ¤°³£ . �®¤ ¤¥´®°¬ ¶¨¥© ³§«  ¬»¯®¤° §³¬¥¢ ¥¬ ¤¥´®°¬ ¶¨¾ ¥£® ª ª ½« ±²¨·­®£® ²¥« .
( ) (¡)�¨±³­®ª 2.1�°®¥ª¶¨¨ ®¤­®£® ¨ ²®£® ¦¥ ³§«  ­  ° §­»¥ ¯«®±ª®±²¨¨¬¥¾² ° §­»© ¢¨¤.. � ¤ ·  2.1. � °¨±³©²¥ ¯°®¥ª¶¨¨ ­  ¯«®±ª®±²¨ Oxy ¨Oxz ²°¨«¨±²­¨ª , ¨§®¡° ¦¥­­®£® ­  °¨±. 2.2.



2. �§«» ¨ § ¶¥¯«¥­¨¿ 11
�¨±³­®ª 2.2 �¨±³­®ª 2.3. � ¤ ·  2.2. �®ª ¦¨²¥, ·²® ª°¨¢ ¿, § ¤ ­­ ¿ ¢ ª®®°¤¨-­ ² µ Oxyz ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ³° ¢­¥­¨¿¬¨x = cos t(3 cos t+ 2); y = 5 cos t sin t; z = sin t(25 cos2 t� 1);¿¢«¿¥²±¿ ²°¨«¨±²­¨ª®¬.�±«¥¤ §  ²°¨«¨±²­¨ª®¬ ¯® ±«®¦­®±²¨ ¨¤¥² ³§¥« ¢®±¼-¬¥°ª , ±¢®¥© ´®°¬®© ­ ¯®¬¨­ ¾¹¨© ¶¨´°³ 8 (°¨±. 2.3).�¥´®°¬¨°³¿ ³§¥«, ¥£® ¬®¦­® ±¨«¼­® § ¯³² ²¼. � ¥±«¨¤ ¦¥ ² ª®© ¯°®±²®© ³§¥«, ª ª ²°¨«¨±²­¨ª ¨«¨ ¢®±¼¬¥°ª ,§ ¯³² ­ ­¥ ®·¥­¼ ±¨«¼­®, ²® ° ±¯®§­ ²¼ ¥£® ¡»¢ ¥² ­¥«¥£-ª®. � ¯°¨¬¥°, ­¥ ±° §³ § ¬¥²­®, ·²® ­  °¨±. 2.4 ¢ ¢¥°µ-­¥¬ °¿¤³ ¨§®¡° ¦¥­ ®¤¨­ ¨ ²®² ¦¥ ³§¥« (²°¨«¨±²­¨ª) ¨¢ ­¨¦­¥¬ °¿¤³ ²®¦¥ (¢®±¼¬¥°ª ). �®«¥¥ ²®£®, ­¥ª®²®°»¥¨§®¡° ¦¥­¨¿ ²°¨«¨±²­¨ª  ¢¥±¼¬  ¯®µ®¦¨ ­  ¨§®¡° ¦¥­¨¿¢®±¼¬¥°ª¨. �» ° §¬¥±²¨«¨ ² ª¨¥ ¤¨ £° ¬¬» ¡«¨§ ¤°³£¤°³£ .

�¨±³­®ª 2.4. � ¤ ·  2.3.  ) �®ª ¦¨²¥, ·²® ¢±¥ ³§«», ¨§®¡° ¦¥­­»¥ ¢¢¥°µ­¥¬ °¿¤³ °¨±. 2.4, ¬®¦­® ¯°®¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼ ¤°³£ ¢¤°³£ .



12 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿¡) �®ª ¦¨²¥  ­ «®£¨·­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¤«¿ ³§«®¢ ­¨¦-­¥£® °¿¤ .�¥¢»© ²°¨«¨±²­¨ª ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ¯° ¢®£® ²°¨«¨±²­¨-ª  §¥°ª «¼­®© ±¨¬¬¥²°¨¥© (².¥. ±¨¬¬¥²°¨¥© ®²­®±¨²¥«¼­®¯«®±ª®±²¨). � ª ¬» ³¦¥ £®¢®°¨«¨, ½²¨ ³§«» ­¥«¼§¿ ¯°®¤¥-´®°¬¨°®¢ ²¼ ¤°³£ ¢ ¤°³£ . �§¥« ¢®±¼¬¥°ª  ¯°¨ §¥°ª «¼-­®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢¥¤¥² ±¥¡¿ ¨­ ·¥. �­ ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ³§¥«,ª®²®°»© ¬®¦­® ¯°®¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼ ¢ ¨±µ®¤­»© ³§¥«. �± ¬®¬ ¤¥«¥, ­  °¨±. 2.4 ¢ ­¨¦­¥¬ °¿¤³ ¯¥°¢»¥ ¤¢  ³§« ±«¥¢  §¥°ª «¼­® ±¨¬¬¥²°¨·­».�±«¨ ¢§¿²¼ ­¥ ®¤­³ ¢¥°¥¢ª³,   ­¥±ª®«¼ª®, ¨ ³ ª ¦¤®©¨§ ­¨µ ±®¥¤¨­¨²¼ ª®­¶», ²® ¯®«³·¨¬ § ¶¥¯«¥­¨¥. �¢ ¯°¨¬¥°  § ¶¥¯«¥­¨© ¨§®¡° ¦¥­» ­  °¨±. 2.5. �¥°¢®¥ ¨§­¨µ (°¨±. 2.5 ( )) ­ §»¢ ¾² § ¶¥¯«¥­¨¥¬ �®¯´ ,   ¢²®°®¥(°¨±. 2.5 (¡)) | § ¶¥¯«¥­¨¥¬ � ©²µ¥¤ .
( ) (¡)�¨±³­®ª 2.5�«¿ § ¶¥¯«¥­¨¿ �®¯´  ±³¹¥±²¢³¥² ±¨¬¬¥²°¨¿ ®²­®-±¨²¥«¼­® ¯°¿¬®©, ¬¥­¿¾¹ ¿ ¬¥±² ¬¨ ¢¥°¥¢ª¨ (¨«¨, ª ª±ª § « ¡» ²®¯®«®£, ¬¥­¿¾¹ ¿ ¬¥±² ¬¨ ª®¬¯®­¥­²» § -¶¥¯«¥­¨¿). �¨¬¬¥²°¨¿ ®²­®±¨²¥«¼­® ¯°¿¬®© ¢ ¯°®±²° ­-±²¢¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¢®°®²®¬ ­  180� ®²­®±¨²¥«¼­® ½²®© ¯°¿-¬®©. �®½²®¬³ ±³¹¥±²¢³¥² ¤¥´®°¬ ¶¨¿, ¬¥­¿¾¹ ¿ ¬¥±² -¬¨ ª®¬¯®­¥­²» § ¶¥¯«¥­¨¿ �®¯´ . �®¦¥² ¯®ª § ²¼±¿,·²® ¤«¿ § ¶¥¯«¥­¨¿ � ©²µ¥¤  ² ª®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ­¥ ±³-¹¥±²¢³¥². � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¢¥°¥¢ª³ 1 ¬®¦­® ¯¥°¥°¥§ ²¼ (¢¢¥°µ­¥© · ±²¨ ­  ­ ¸¥¬ °¨±³­ª¥), § ²¥¬ ¯°®¢¥±²¨ ·¥°¥§½²®² ° §°¥§ ²³ ¦¥ ± ¬³¾ ¢¥°¥¢ª³ °®¢­® ®¤¨­ ° § ¨ ¢­®¢¼±®¥¤¨­¨²¼ ª®­¶» ¯¥°¥°¥§ ­­®© ¢¥°¥¢ª¨. �®±«¥ ½²®£® ¢¥-



2. �§«» ¨ § ¶¥¯«¥­¨¿ 13°¥¢ª¨, ¨§ ª®²®°»µ ±®±²®¨² § ¶¥¯«¥­¨¥, ¬®¦­® ¡³¤¥² ° ±-¶¥¯¨²¼. � ª ¯°®¤¥« ²¼ ½²³ ®¯¥° ¶¨¾ ¤«¿ ¢¥°¥¢ª¨ 1, ®·¥-¢¨¤­®. �® ° §¢¥ ¬®¦­® ±¤¥« ²¼ ²® ¦¥ ± ¬®¥ ¤«¿ ¢¥°¥¢ª¨2? �ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¤ .. � ¤ ·  2.4.  ) � ±¯®«®¦¨²¥ § ¶¥¯«¥­¨¥ � ©²µ¥¤  ² ª,·²®¡» ¥£® ª®¬¯®­¥­²» ¡»«¨ ±¨¬¬¥²°¨·­» ®²­®±¨²¥«¼­®­¥ª®²®°®© ¯°¿¬®©.¡) �°®¤¥« ©²¥ ¤«¿ ª®¬¯®­¥­²» 2 § ¶¥¯«¥­¨¿ � ©²µ¥-¤  ®¯¨± ­­³¾ ¢»¸¥ ®¯¥° ¶¨¾ ¯¥°¥°¥§ ­¨¿ ¨ ±®¥¤¨­¥­¨¿ª®­¶®¢ ¯¥°¥°¥§ ­­®© ¢¥°¥¢ª¨.�° §³ ­¥±ª®«¼ª¨¬¨ ¨­²¥°¥±-­»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ®¡« ¤ -¥² § ¶¥¯«¥­¨¥, ¨§®¡° ¦¥­­®¥ ­ °¨±. 2.6. �£® ­ §»¢ ¾² ª®«¼-¶  �®°°®¬¥®, ¯®²®¬³ ·²® ² -ª¨¥ ª®«¼¶  ­ °¨±®¢ ­» ­  £¥°-¡¥ §­ ²­®£® ¨² «¼¿­±ª®£® °®-¤  �®°°®¬¥®. �¤­® ¨§ ±¢®©±²¢ª®«¥¶ �®°°®¬¥® § ª«¾· ¥²±¿ ¢²®¬, ·²® ½²¨ ª®«¼¶  ¯®¯ °­® ­¥ § ¶¥¯«¥­», ².¥. ¯®±«¥ ³¤ -«¥­¨¿ «¾¡®£® ª®«¼¶  ®±² ¥²±¿ ¯ °  ­¥§ ¶¥¯«¥­­»µ ª®«¥¶.�°³£®¥ ±¢®©±²¢® ª®«¥¶ �®°°®¬¥® ¥¹¥ ¡®«¥¥ ³¤¨¢¨²¥«¼­®.�±«¨ «¾¡»¥ ¤¢  ¨§ ª®«¥¶ �®°°®¬¥® § ¶¥¯¨²¼ ¯°®±²¥©¸¨¬®¡° §®¬ (².¥. ² ª, ·²®¡» ®­¨ ®¡° §®¢ «¨ § ¶¥¯«¥­¨¥ �®¯-´ ), ²® ¯®±«¥ ½²®£® ²°¥²¼¥ ª®«¼¶® ¬®¦­® ¡³¤¥² ±­¿²¼ ±½²®£® § ¶¥¯«¥­¨¿ (°¨±. 2.7).
�¨±³­®ª 2.6

( ) (¡)�¨±³­®ª 2.7



14 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿�²® ±¢®©±²¢® ª®«¥¶ �®°-°®¬¥® ¬®¦­® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼² ª, ·²® ®­® ¡³¤¥² ¢»£«¿-¤¥²¼ ¯®·²¨ ª ª ´®ª³±. �®«¼-¶  �®°°®¬¥® ¯®¯ °­® ­¥ § -¶¥¯«¥­», ¯®½²®¬³ ¤¢  ª®«¼-¶  ¬®¦­® ° §¢¥±²¨ ¢ ° §-­»¥ ±²®°®­». �°¥²¼¥ ª®«¼-¶® ¯°¨ ½²®¬ ª ª-²® ®¡®¢¼¥²-±¿ ¢®ª°³£ ­¨µ. � °¨±³¥¬, ª ª¨¬¥­­® ®­® ¡³¤¥² ° ±¯®«®¦¥-­®. �«¿ ½²®£® ¢»¿±­¨¬ ±­ · « , ·²® ¯°®¨±µ®¤¨² ± ¢¥°¥¢-ª®©, ¯°®µ®¤¿¹¥© ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯°³² ¬¨ (°¨±. 2.8 ( )), ¯°¨¯¥°¥±² ­®¢ª¥ ½²¨µ ¯°³²®¢, ¢ ¯°®¶¥±±¥ ª®²®°®© ¯°³² 2 ¯°®-µ®¤¨² ­ ¤ ¯°³²®¬ 1. �¥§³«¼² ² ¨§®¡° ¦¥­ ­  °¨±. 2.8 (¡).�¥¯¥°¼ «¥£ª® ¯®­¿²¼, ·²® ¯°®¨±µ®¤¨² ± ²°¥²¼¨¬ ª®«¼¶®¬�®°°®¬¥® ¯°¨ ° §¢¥¤¥­¨¨ ¤¢³µ ª®«¥¶ ¢ ° §­»¥ ±²®°®­»(±¬. °¨±. 2.9). �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ²¥ ¤¢  ª®«¼¶ , ª®²®-°»¥ ¬» ° §¤¢¨­³«¨, ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¦¥±²ª¨¥ ®¡°³·¨± ª ª¨¬¨-«¨¡® ³±²°®©±²¢ ¬¨, ¯®§¢®«¿¾¹¨¬¨ ¯°¨ ¦¥« ­¨¨±¶¥¯«¿²¼ ¨ ° ±¶¥¯«¿²¼ ¨µ (­ ¯°¨¬¥°, ± ­ ¢¨­·¨¢ ¾¹¨¬¨-±¿ ¶¨«¨­¤° ¬¨),   ²°¥²¼¥ ª®«¼¶® ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¢¥-°¥¢ª³ (°¨±. 2.10 ( )). �°¨ ½²®¬ ¢¥°¥¢ª³ ±­¿²¼ ± ®¡°³·¥©­¥«¼§¿. �® ¥±«¨ ¬» § ¶¥¯¨¬ ®¡°³·¨ (°¨±. 2.10 (¡)), ²® ¢¥-°¥¢ª³ ¬®¦­® ¡³¤¥² ±­¿²¼! � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ­  °¨±. 2.10 (¡)¨§®¡° ¦¥­® ²® ¦¥ ± ¬®¥ § ¶¥¯«¥­¨¥, ·²® ¨ ­  °¨±. 2.7.

( ) (¡)�¨±³­®ª 2.8

�¨±³­®ª 2.9



2. �§«» ¨ § ¶¥¯«¥­¨¿ 15
( ) (¡)�¨±³­®ª 2.10�²®² ¯°¨¬¥° ¤®«¦¥­ ¯°¥¤®±²¥°¥·¼  «¼¯¨­¨±²®¢. �¬· ±²® ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ±¯¥¶¨ «¼­»¬¨ ª°¾·ª ¬¨,ª®²®°»¥ ¯®§¢®«¿¾² ±¶¥¯«¿²¼ ¢¥°¥¢ª¨. �²¨ ª°¾·ª¨ ­ §»-¢ ¾² ª ° ¡¨­ ¬¨, ¯®²®¬³ ·²®  ­ «®£¨·­»¬¨ ª°¾·ª ¬¨±­ ¡¦ «¨±¼ °¥¬­¨ ª ° ¡¨­®¢ (®£­¥±²°¥«¼­®£® ®°³¦¨¿),·²®¡» ½²¨ °¥¬­¨ ¡»«® ³¤®¡­® ¯°¨±²¥£¨¢ ²¼ ¨ ®²±²¥-£¨¢ ²¼. �«¼¯¨­¨±²±ª¨¥ ª°¾·ª¨-ª ° ¡¨­» ³±²°®¥­» ² ª,·²® ° ±¶¥¯¨²¼±¿ ± ¬¨ ®­¨ ­¥ ¬®£³². � ¤«¿ ²®£®, ·²®¡»®­¨ ­¥ ¬®£«¨ ± ¬¨ § ¶¥¯¨²¼±¿, ¨µ ­³¦­® ³±² ­ ¢«¨¢ ²¼ ­ ¯°¥¤®µ° ­¨²¥«¼. �­®£¨¥  «¼¯¨­¨±²» ±·¨² ¾², ·²® ®¯ ±-­  «¨¸¼ ±¨²³ ¶¨¿, ª®£¤  ª ° ¡¨­» ° ±¶¥¯«¿¾²±¿,   ¯°¨§ ¶¥¯«¥­¨¨ ª ° ¡¨­®¢ ­¨·¥£® ±²° ¸­®£® ±«³·¨²¼±¿ ­¥ ¬®-¦¥². �®½²®¬³ ª ³±² ­®¢ª¥ ­  ¯°¥¤®µ° ­¨²¥«¼ ®­¨ ¨­®£¤ ®²­®±¿²±¿ ­¥¡°¥¦­®. �²®, ª ª ¬» ¢¨¤¥«¨, ¬®¦¥² ¯°¨¢¥±²¨ª ²° £¨·¥±ª¨¬ ¯®±«¥¤±²¢¨¿¬.�¥¸¥­¨¿I 2.1. �²  § ¤ · , ª®­¥·­®, ­¥ ¢¯®«­¥ ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿. �°®¥ª-¶¨¿ ³§«  ­  ®¤­³ ª®®°¤¨­ ²­³¾ ¯«®±ª®±²¼ ­¥ § ¤ ¥² ¥£®¯°®¥ª¶¨¨ ­  ¤°³£¨¥ ª®®°¤¨­ ²­»¥ ¯«®±ª®±²¨. �¤­ ª® ­ ½²¨ ¯°®¥ª¶¨¨ ­ ª« ¤»¢ ¾²±¿ ¢¥±¼¬  ¦¥±²ª¨¥ ®£° ­¨·¥-­¨¿; ¯°®¥ª¶¨¨ ­¥ ¬®£³² ¡»²¼ ¯°®¨§¢®«¼­»¬¨. �¤­® ¨§¢®§¬®¦­»µ °¥¸¥­¨© ¨§®¡° ¦¥­® ­  °¨±. 2.11.



16 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿

�¨±³­®ª 2.11 �¨±³­®ª 2.12I 2.2. �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ³¤®¡­¥¥ ¢±¥£® ° ±±¬®²°¥²¼ ¯°®-¥ª¶¨¾ ­  ¯«®±ª®±²¼ Oxy (°¨±. 2.12). �°¨ ½²®¬ ª®®°¤¨­ ² z ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¤«¿ ¢»¿±­¥­¨¿ ²®£®, ª ª ¿ · ±²¼ ª°¨¢®©° ±¯®«®¦¥­  ±¢¥°µ³,   ª ª ¿ ±­¨§³.I 2.3. �°®¹¥ ¢±¥£® ¨§-£®²®¢¨²¼ ²°¨«¨±²­¨ª¨ ¢®±¼¬¥°ª³ ¨§ ¢¥-°¥¢ª¨ ¨«¨ ¸­³°ª ,  § ²¥¬ ¯®¯»² ²¼±¿¯®«³·¨²¼ ¨§ ½²¨µ ³§-«®¢ ¢±¥ ³§«», ¨§®¡° -¦¥­­»¥ ­  °¨±. 2.4.�»¯®«­¨²¼ ­¥ª®²®-°»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿³§«  ¢®±¼¬¥°ª  ¢ ¬ ¯®¬®¦¥² °¨±. 2.13.�¨±³­®ª 2.13I 2.4.  ) �¬. °¨±. 2.14.¡) �°®¢¥¤¥¬ ¢¥°¥¢ª³ ·¥°¥§ ° §°¥§, ª ª ¯®ª § ­® ­ °¨±. 2.15 ( ). �°®¶¥±± ° ±¶¥¯«¥­¨¿ ¢¥°¥¢®ª ¨§®¡° ¦¥­ ­ °¨±. (¡){(¥).



2. �§«» ¨ § ¶¥¯«¥­¨¿ 17
( ) (¡) (¢) (£)�¨±³­®ª 2.14

( ) (¡) (¢)
(£) (¤) (¥)�¨±³­®ª 2.15



3� ª«¥¨¢ ­¨¥ ³§«®¢ ¨ § ¶¥¯«¥­¨©�» ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ³§¥« § ª«¥¥­ ¯«¥­ª®©, ¥±«¨ § -¤ ­  ­¥± ¬®¯¥°¥±¥ª ¾¹ ¿±¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼, ª° ¥¬ ª®²®°®©±«³¦¨² ½²®² ³§¥«. �¢  ¯°¨¬¥°  § ª«¥¨¢ ­¨¿ ²°¨«¨±²­¨ª ¯«¥­ª®© ¨§®¡° ¦¥­» ­  °¨±. 3.1. �¥¦¤³ ½²¨¬¨ ¯«¥­ª ¬¨¥±²¼ ±³¹¥±²¢¥­­ ¿ ° §­¨¶ : ¯«¥­ª  ( ) ­¥®°¨¥­²¨°³¥¬ ,  ¯«¥­ª  (¡) ®°¨¥­²¨°³¥¬ . �¡º¿±­¨¬, ·²® ½²® ®§­ · ¥².�³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ¯«¥­ª³ ¯°®§° ·­®©. �³±²¼ ¯® ­¥© ¯¥°¥-¬¥¹ ¥²±¿ ¯ °  ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­»µ ¢¥ª²®°®¢, ª ± ¾¹¨µ-±¿ ¯«¥­ª¨, | ¤«¨­­»© ¢¥ª²®° ¨ ª®°®²ª¨©. � °¥§³«¼² ²¥®¡µ®¤  1 ! 2 ! 3 ! 4 ¢¤®«¼ ¯«¥­ª¨ ( ) ¬» ¯®«³·¨¬¯ °³ ¢¥ª²®°®¢, ª®²®°³¾ ­¥«¼§¿ ±®¢¬¥±²¨²¼ ¯®¢®°®²®¬ ±¨±µ®¤­®© ¯ °®© (¥±«¨ ®¡µ®¤ ®±³¹¥±²¢«¿²¼ ­¥ ¬»±«¥­­®,  
( ) (¡)�¨±³­®ª 3.1



3. � ª«¥¨¢ ­¨¥ ³§«®¢ ¨ § ¶¥¯«¥­¨© 19¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿, ­ ¯°¨¬¥°, ¯« ±²¬ ±±®¢®© ´¨£³°ª®©, ²®®­  ¯¥°¥©¤¥² ­  ¤°³£³¾ ±²®°®­³ ¯«¥­ª¨). �«¿ ¯«¥­ª¨ (¡)² ª®£® ®¡µ®¤  ­¥ ±³¹¥±²¢³¥², ².¥. ¯°¨ «¾¡®¬ ®¡µ®¤¥, ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¥¬ ª° © ¯«¥­ª¨, ¯ °  ¢¥ª²®°®¢ ¯¥°¥µ®¤¨² ¢¯ °³ ¢¥ª²®°®¢, ª®²®°³¾ ¬®¦­® ¯®¢®°®²®¬ ±®¢¬¥±²¨²¼ ±¨±µ®¤­®© ¯ °®©. �«¥­ª¨ ²¨¯  ( ) ­ §»¢ ¾² ­¥®°¨¥­²¨°³-¥¬»¬¨,   ¯«¥­ª¨ ²¨¯  (¡) | ®°¨¥­²¨°³¥¬»¬¨.�«®±ª³¾ ¯«¥­ª³, § ª«¥¨¢ ¾¹³¾ ®ª°³¦­®±²¼ (².¥. ­ -²¿­³²³¾ ­  ­¥¥), «¥£ª® ¯°¥¢° ²¨²¼ ¢ ­¥®°¨¥­²¨°³¥¬³¾¯«¥­ª³ (°¨±. 3.2 ( )). �²¬¥²¨¬, ·²® ½²  ª®­±²°³ª¶¨¿ ¯®-§¢®«¿¥² «¾¡³¾ ®°¨¥­²¨°³¥¬³¾ ¯«¥­ª³ ± ª° ¥¬ ¯°¥¢° -²¨²¼ ¢ ­¥®°¨¥­²¨°³¥¬³¾ ¯«¥­ª³ ± ²¥¬ ¦¥ ± ¬»¬ ª° ¥¬.�  °¨±. 3.2 ( ){(¢) ¯®ª § ­®, ª ª ¯®«³·¥­­³¾ ¯«¥­ª³ ¯°®-¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼ ¢ ¡³²»«ª³ �«¥©­ , ¨§ ª®²®°®© ¢»°¥§ ­¤¨±ª, ².¥. ª°³£. �¤¥±¼ ¬» § ¡¥£ ¥¬ ­¥±ª®«¼ª® ¢¯¥°¥¤; ®²®¬, ·²® ² ª®¥ ¡³²»«ª  �«¥©­ , ° ±±ª §»¢ ¥²±¿ ¢ x 9.
( ) (¡) (¢)�¨±³­®ª 3.2. � ¤ ·  3.1. �®ª ¦¨²¥, ·²® ®ª°³¦­®±²¼ ¬®¦­® § ª«¥¨²¼² ª¦¥ ¨ «¨±²®¬ ��¥¡¨³±  (°¨±. 3.3), ².¥. «¨±² ��¥¡¨³± 

�¨±³­®ª 3.3 �¨±³­®ª 3.4



20 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿¬®¦­® ¯°®¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼ ² ª, ·²® ¥£® £° ­¨¶  ±² ­¥²®ª°³¦­®±²¼¾, «¥¦ ¹¥© ¢ ­¥ª®²®°®© ¯«®±ª®±²¨.�§ °¨±. 3.3 ¢¨¤­®, ·²® ª°¨¢³¾, ¨§®¡° ¦¥­­³¾ ­ °¨±. 3.4, ¬®¦­® § ª«¥¨²¼ «¨±²®¬ ��¥¡¨³± . �³ ¦¥ ± ¬³¾ª°¨¢³¾ ¬®¦­® § ª«¥¨²¼ ¡³²»«ª®© �«¥©­  ± ¢»°¥§ ­­»¬¤¨±ª®¬. � ª ½²® ±¤¥« ²¼, ¯®ª § ­® ­  °¨±. 3.5 ( ){(¢); ¯°¨½²®¬ ­  °¨±. 3.5 ( ) ª°¨¢ ¿ ¨§®¡° ¦¥­  ±«¥£ª  ¯®¢¥°­³-²®©.
( ) (¡) (¢)�¨±³­®ª 3.5. � ¤ ·  3.2.  ) �®ª ¦¨²¥, ·²® ª°¨-¢³¾, ¨§®¡° ¦¥­­³¾ ­  °¨±. 3.4,¬®¦­® § ª«¥¨²¼ ² ª¦¥ ¨ ®°¨¥­-²¨°³¥¬®© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾,   ¨¬¥­­®,¤¨±ª®¬.¡) �®ª ¦¨²¥, ·²® ª°¨¢³¾, ¨§®-¡° ¦¥­­³¾ ­  °¨±. 3.6, ²®¦¥ ¬®¦­®§ ª«¥¨²¼ ¤¨±ª®¬. �¨±³­®ª 3.6� 1930 £. ¡»«  ®¯³¡«¨ª®¢ ­  ±®¢¬¥±²­ ¿ ±² ²¼¿�. �° ­ª«¿ ¨ �. �. �®­²°¿£¨­ , ¢ ª®²®°®© ¡»«® ¤®ª § -­®, ·²® «¾¡®¥ § ¶¥¯«¥­¨¥ ¬®¦­® § ª«¥¨²¼ ®°¨¥­²¨°³¥¬®©¯«¥­ª®©. �¥²»°¥ £®¤  ±¯³±²¿ ¡»«  ®¯³¡«¨ª®¢ ­  ±² ²¼¿�¥©´¥°²  ± ¤°³£¨¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®¬ ½²®© ²¥®°¥¬». �®-½²®¬³ ®°¨¥­²¨°³¥¬³¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼, § ª«¥¨¢ ¾¹³¾ § ¶¥¯-«¥­¨¥ (¨«¨ ­ ²¿­³²³¾ ­  § ¶¥¯«¥­¨¥), ®¡»·­® ­ §»¢ ¾²¯®¢¥°µ­®±²¼¾ �¥©´¥°² .



3. � ª«¥¨¢ ­¨¥ ³§«®¢ ¨ § ¶¥¯«¥­¨© 21�» ¤®ª ¦¥¬ ½²³ ²¥®°¥¬³ ¬¥²®¤®¬ �¥©´¥°² . �® ±­ -· «  ®±² ­®¢¨¬±¿ ¥¹¥ ­  ®¤­®© § ¤ ·¥, ·²®¡» ¯®ª § ²¼­¥®·¥¢¨¤­®±²¼ ²¥®°¥¬».. � ¤ ·  3.3. �®ª ¦¨²¥, ·²® ¢®±¼¬¥°ª³ ¬®¦­® § ª«¥¨²¼®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾.�¥°¥©¤¥¬ ª ®¯¨± ­¨¾  «£®°¨²¬  �¥©´¥°² . �³¤¥¬±·¨² ²¼, ·²® ³§¥« ° ±¯®«®¦¥­ ¢¡«¨§¨ ±¢®¥© ¤¨ £° ¬¬»,².¥. ®­ ¯®·²¨ ¢¥±¼ «¥¦¨² ¢ ¯«®±ª®±²¨ ¤¨ £° ¬¬» ¨ «¨¸¼­  ¯¥°¥ª°¥±²ª µ ¢»µ®¤¨² ¨§ ­¥¥. � ¤ ¤¨¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¥®¡µ®¤  ³§« . �³¤¥¬ ®¡µ®¤¨²¼ ³§¥« ¢ § ¤ ­­®¬ ­ ¯° ¢«¥-­¨¨, ¯¥°¥¯°»£¨¢ ¿ ­  ª ¦¤®¬ ¯¥°¥ª°¥±²ª¥ ± ®¤­®© ¢¥²¢¨­  ¤°³£³¾ ² ª, ·²®¡» ®¡µ®¤ ¯°®¤®«¦ «±¿ ¢ § ¤ ­­®¬ ­ -¯° ¢«¥­¨¨. �³²¼ ¬®¦¥² § ¬ª­³²¼±¿ ¤® ²®£®, ª ª ¡³¤¥²®¡®©¤¥­ ¢¥±¼ ³§¥«. �®«³·¨¢ § ¬ª­³²»© ¯³²¼, ¯°®¤®«¦ ¥¬®¡µ®¤ ®±² ¢¸¥©±¿ · ±²¨ ³§« . �  °¨±. 3.7 ( ) ¨§®¡° ¦¥­»² ª¨¥ § ¬ª­³²»¥ ¯³²¨ ¤«¿ ²°¨«¨±²­¨ª .
( ) (¡)�¨±³­®ª 3.7� ª«¥¨¬ ½²¨ ¯³²¨ ¤¨±ª ¬¨, ° ±¯®«®¦¥­­»¬¨, ­ ¯°¨-¬¥°, ­ ¤ ¯«®±ª®±²¼¾. �· ±²®ª ¯³²¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨©¯¥°¥¯°»£¨¢ ­¨¾, ¬®¦­® ¯°¨ ½²®¬ ° ±¯®«®¦¨²¼ ª ª ¯®¤¯«®±ª®±²¼¾, ² ª ¨ ­ ¤ ­¥©. �®½²®¬³ ¬®¦­® ¤®¡¨²¼±¿ ²®-£®, ·²®¡» ­  ª ¦¤®¬ ¯¥°¥ª°¥±²ª¥ ®¤¨­ ² ª®© ³· ±²®ª ¡»«° ±¯®«®¦¥­ ¯®¤ ¯«®±ª®±²¼¾,   ¤°³£®© ­ ¤ ­¥©. �®£¤  ­ ¯¥°¥ª°¥±²ª µ ¯®«³·¥­­»¥ ¯«¥­ª¨ ¬®¦­® ±®¥¤¨­¨²¼ ² ª,ª ª ¯®ª § ­® ­  °¨±. 3.7 (¡).



22 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿�­ «®£¨·­»¬ ±¯®±®¡®¬ ¬®¦­® § ª«¥¨²¼ «¾¡®© ³§¥«.� ± ¬®¬ ¤¥«¥, § ª«¥¨¢ ­¨¥ ­¥ ¤¢³µ,   ­¥±ª®«¼ª¨µ § ¬ª­³-²»µ ¯³²¥© ¤¨±ª ¬¨ ®±®¡»µ ²°³¤­®±²¥© ­¥ ¢»§»¢ ¥². �²³§ ª«¥©ª³ ¬®¦­® ­ · ²¼ ± «¾¡®£® ¨§ ¢­³²°¥­­¨µ ¯³²¥©,².¥. ± ¯³²¨, ­¥ ±®¤¥°¦ ¹¥£® ¢­³²°¨ ±¥¡¿ ­¥§ ª«¥¥­­»µ ¯³-²¥©. � ²¥¬ ­  ª ¦¤®¬ ¸ £¥ ±«¥¤³¥² § ª«¥¨¢ ²¼ ¯³²¼, ­¥±®¤¥°¦ ¹¨© ¢­³²°¨ ±¥¡¿ ­¥§ ª«¥¥­­»µ ¯³²¥©. �°¨ ½²®¬§ ª«¥¨¢ ¾¹¨© ¤¨±ª ¢±¥£¤  ¬®¦­® ° ±¯®«®¦¨²¼ ¢»¸¥ ³¦¥¨¬¥¾¹¨µ±¿ ¤¨±ª®¢.�±² ¥²±¿ «¨¸¼ ®¤¨­ ¢®¯°®±, ­® ®­ ®·¥­¼ ¢ ¦¥­. �®·¥-¬³ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³· ¥²±¿ ®°¨¥­²¨°³¥¬ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼?�²®¡» ®²¢¥²¨²¼ ­  ½²®² ¢®¯°®±, ­³¦­® ±­ · «  ¤ ²¼¤°³£®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬®±²¨. �±µ®¤¿ ­¥¯®±°¥¤-±²¢¥­­® ¨§ ¯¥°¢®­ · «¼­®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ®°¨¥­²¨°³¥¬®-±²¨, ²°³¤­® ¤®ª § ²¼ ®°¨¥­²¨°³¥¬®±²¼ ª ª®©-«¨¡® ¯®-¢¥°µ­®±²¨. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¤«¿ ½²®£® ­³¦­® ° ±±¬®²°¥²¼¢±¥ ¢®§¬®¦­»¥ ¥¥ ®¡µ®¤»,   ¨µ ±«¨¸ª®¬ ¬­®£®.�°¥¦¤¥ ¢±¥£® ¤®ª ¦¥¬, ·²® ¯«®±ª®±²¼ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±®¡®© ®°¨¥­²¨°³¥¬³¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¯ -°  ±ª°¥¯«¥­­»µ ¢¥ª²®°®¢ ¤¢¨¦¥²±¿ ¯® ¯«®±ª®±²¨, ¯°¨-·¥¬ ¤¢¨¦¥­¨¥ ­ ·¨­ ¥²±¿ ¨ § ª ­·¨¢ ¥²±¿ ¢ ®¤­®© ¨ ²®©¦¥ ²®·ª¥. �³¦­® ¤®ª § ²¼, ·²® ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ®²¯¥°¢®£® ¢¥ª²®°  ª® ¢²®°®¬³ ¢ ¨±µ®¤­®¬ ¯®«®¦¥­¨¨ ±®¢¯ -¤ ¥² ± ­ ¯° ¢«¥­¨¥¬ ¢° ¹¥­¨¿ ¢ ª®­¥·­®¬ ¯®«®¦¥­¨¨. � ¯«®±ª®±²¨ «¾¡®© § ¬ª­³²»© ¯³²¼ ¬®¦­® ±²¿­³²¼ ¢ ²®·ª³,° ±±¬ ²°¨¢ ¿ £®¬®²¥²¨·­»¥ ¥¬³ ¯³²¨. �°¨ ½²®¬ ¢ ±®®²-¢¥²±²¢¥­­»µ ²®·ª µ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ¯³²¥© ¬®¦­® ¯°¨-«®¦¨²¼ ¢¥ª²®°», ¯®«³·¥­­»¥ ¤°³£ ¨§ ¤°³£  ¯ ° ««¥«¼­»¬¯¥°¥­®±®¬ (°¨±. 3.8). � °¥§³«¼² ²¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ¢¥ª²®°®¢ ¯®¯³²¨, ±²¿­³²®¬³ ¢ ²®·ª³, ±¢®¤¨²±¿ ª ¨µ ¢° ¹¥­¨¾ ¢®ª°³£½²®© ²®·ª¨. �±­®, ·²® ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ®² ¯¥°¢®£®¢¥ª²®°  ª® ¢²®°®¬³ ¯°¨ ½²®¬ ­¥ ¨§¬¥­¿¥²±¿. � ª¨¬ ®¡° -§®¬, ¯«®±ª®±²¼ ®°¨¥­²¨°³¥¬ .



3. � ª«¥¨¢ ­¨¥ ³§«®¢ ¨ § ¶¥¯«¥­¨© 23
�¨±³­®ª 3.8�¥²°³¤­® ¯®ª § ²¼, ·²® ­  «¾¡®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¯°¨ ®¡-µ®¤¥ ¢¤®«¼ ¯³²¨, ª®²®°»© ¬®¦­® ±²¿­³²¼ ¢ ²®·ª³, ­ ¯° -¢«¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ®² ¯¥°¢®£® ¢¥ª²®°  ª® ¢²®°®¬³ ­¥ ¨§-¬¥­¿¥²±¿. �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ¥±«¨ ³ ¤¢³µ ¯ ° ¢¥ª²®°®¢ ¨µ¯¥°¢»¥ ¢¥ª²®°» ¬ «® ®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£ , ¨ ¢²®-°»¥ ¢¥ª²®°» ²®¦¥, ²® ½²¨ ¯ °» § ¤ ¾² ®¤­® ¨ ²® ¦¥­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿. �®½²®¬³ ¥±«¨ ®¤¨­ ®¡µ®¤ ±®¢¥°-¸ ¥²±¿ «¨¸¼ ·³²¼-·³²¼ ¨­ ·¥, ·¥¬ ¤°³£®©, ²® ¯®«³·¥­­®¥¢ °¥§³«¼² ²¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ¡³¤¥² ®¤­® ¨ ²® ¦¥¤«¿ ®¡®¨µ ®¡µ®¤®¢. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢ ¯°®¶¥±±¥ ±²¿£¨¢ ­¨¿¯³²¨ ¨²®£®¢®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ¨§¬¥­¿²¼±¿ ­¥ ¡³-¤¥². �²¬¥²¨¬ ² ª¦¥, ·²® ¨²®£®¢®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿§ ¢¨±¨² «¨¸¼ ®² ²° ¥ª²®°¨¨, ¯® ª®²®°®© ¤¢¨¦³²±¿ ¢¥ª-²®°»; ®­® ­¥ § ¢¨±¨² ®² ²®£®, ª ª ¨¬¥­­® ®­¨ ¯°¨ ½²®¬¤¢¨¦³²±¿.

( ) (¡)�¨±³­®ª 3.9� ¯° ¢«¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ¬®¦¥² ¨§¬¥­¨²¼±¿ «¨¸¼ ¯°¨®¡µ®¤¥ ¢¤®«¼ ¯³²¨, ª®²®°»© ­¥«¼§¿ ±²¿­³²¼ ¢ ²®·ª³.�°¨ ®¡µ®¤¥ «¨±²  ��¥¡¨³±  ¢¤®«¼ ¯³²¨, ¨§®¡° ¦¥­­®£® ­ °¨±. 3.9 ( ), ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ¨§¬¥­¿¥²±¿. �«¥¤®¢ -²¥«¼­®, ½²®² ¯³²¼ ­¥«¼§¿ ±²¿­³²¼ ¢ ²®·ª³.



24 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿�²¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ ¯³²¼ ­¥«¼§¿ ±²¿­³²¼ ¢ ²®·ª³, ²®®¡µ®¤ ¢¤®«¼ ­¥£® ­¥ ®¡¿§ ²¥«¼­® ¨§¬¥­¿¥² ­ ¯° ¢«¥­¨¥¢° ¹¥­¨¿. � ¯°¨¬¥°, ®¡µ®¤ ¶¨«¨­¤°  ¢¤®«¼ ¯³²¨, ¨§®¡° -¦¥­­®£® ­  °¨±. 3.9 (¡), ±®µ° ­¿¥² ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿,µ®²¿ ¨ ½²®² ¯³²¼ ­¥±²¿£¨¢ ¥¬.
�¨±³­®ª 3.10�¢  ¯³²¨ 
1 ¨ 
2, ¨¤³¹¨µ ¨§ ²®·ª¨ A ¢ ²®·ª³ B, ¬®¦-­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ®¤¨­ ¯³²¼ 
 ± ­ · «®¬ ¨ ª®­¶®¬ ¢²®·ª¥ A (°¨±. 3.10). �«¿ ½²®£® ­³¦­® ®¤¨­ ¨§ ½²¨µ ¯³²¥©° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ­¥ ª ª ¯³²¼ ¨§ A ¢ B,   ª ª ¯³²¼ ¨§ B ¢A. �¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ±«¥¤³¾¹¨¥ ¤¢  ³±«®¢¨¿ ½ª¢¨¢ -«¥­²­»:1. �¡µ®¤ ¢¤®«¼ ¯³²¨ 
 ±®µ° ­¿¥² ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¢° ¹¥-­¨¿.2. � ¯° ¢«¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿, ¯¥°¥­¥±¥­­®¥ ¨§ A ¢ B ¢¤®«¼¯³²¨ 
1, ±®¢¯ ¤ ¥² ± ­ ¯° ¢«¥­¨¥¬ ¢° ¹¥­¨¿, ¯¥°¥­¥±¥­-­»¬ ¨§ A ¢ B ¢¤®«¼ ¯³²¨ 
2.�¥¯¥°¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬®±²¨ ¬®¦­® ±´®°¬³-«¨°®¢ ²¼ ¢ ¡®«¥¥ ³¤®¡­®¬ ¤«¿ ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ¢¨¤¥. �³¤¥¬£®¢®°¨²¼, ·²® ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨ § ¤ ­  ®°¨¥­² ¶¨¿, ¥±«¨¢ ª ¦¤®© ¥¥ ²®·ª¥ § ¤ ­® ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿, ¯°¨-·¥¬ ¯¥°¥­®±» ¢¤®«¼ «¾¡®£® ¯³²¨ ¯¥°¥¢®¤¿² ½²¨ ­ ¯° -¢«¥­¨¿ ¢° ¹¥­¨¿ ¤°³£ ¢ ¤°³£ . �°¨ ½²®¬, ª®­¥·­®, ¬®¦­®®£° ­¨·¨²¼±¿ ¯¥°¥­®± ¬¨ ¢¤®«¼ ±ª®«¼ ³£®¤­® ª®°®²ª¨µ¯³²¥© (¯®²®¬³ ·²® ¤«¨­­»© ¯³²¼ ±®±²®¨² ¨§ ­¥±ª®«¼ª¨µª®°®²ª¨µ). �®¢¥°µ­®±²¼, ­  ª®²®°®© ¬®¦­® § ¤ ²¼ ®°¨¥­-² ¶¨¾, ­ §»¢ ¾² ®°¨¥­²¨°³¥¬®©. �²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ½ª¢¨-¢ «¥­²­® ­ ¸¥¬³ ¯¥°¢®­ · «¼­®¬³ ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ®°¨¥­²¨-°³¥¬®±²¨.�¹¥ ¡®«¥¥ ³¤®¡­®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬®±²¨ ¬®¦-



3. � ª«¥¨¢ ­¨¥ ³§«®¢ ¨ § ¶¥¯«¥­¨© 25­® ¯®«³·¨²¼, ³ª § ¢ ¿¢­»©±¯®±®¡ § ¤ ­¨¿ ®°¨¥­² ¶¨¨.� §°¥¦¥¬ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ­  ª°¨-¢®«¨­¥©­»¥ ¬­®£®³£®«¼­¨ª¨.�²®¡» § ¤ ²¼ ®°¨¥­² ¶¨¾ ­ ¬­®£®³£®«¼­¨ª¥, ¤®±² ²®·­®§ ¤ ²¼ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ®¡µ®¤  ¥£®£° ­¨¶». �  ±®±¥¤­¨µ ¬­®£®³£®«¼­¨ª µ ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ®¡-µ®¤  ¤®«¦­» ¡»²¼ ±®£« ±®¢ ­» ² ª, ª ª ¯®ª § ­® ­ °¨±. 3.11. �®¢¥°µ­®±²¼ ¡³¤¥² ®°¨¥­²¨°³¥¬®©, ¥±«¨ ­  ¢±¥µ¬­®£®³£®«¼­¨ª µ ¬®¦­® § ¤ ²¼ ±®£« ±®¢ ­­»¥ ­ ¯° ¢«¥-­¨¿ ®¡µ®¤ .
�¨±³­®ª 3.11

�±¯®«¼§³¿ ² ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬®±²¨, «¥£ª®¤®ª § ²¼ ®°¨¥­²¨°³¥¬®±²¼ ¯®¢¥°µ­®±²¨, ª®²®° ¿ ¯®«³· -¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾  «£®°¨²¬  �¥©´¥°² . � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯®«³-·¥­­ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¥±²¥±²¢¥­­»¬ ®¡° §®¬ ° §°¥§ ­  ­ ª°¨¢®«¨­¥©­»¥ ¬­®£®³£®«¼­¨ª¨,   § ¤ ²¼ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¨µ®¡µ®¤  ¬®¦­® ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ­ ¯° ¢«¥­¨¥¬ ®¡µ®¤  ³§-«  (°¨±. 3.12). �¥£ª® ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ®¡µ®¤ ¬­®£®³£®«¼­¨ª®¢ ±®£« ±®¢ ­» ¤°³£ ± ¤°³£®¬.
�¨±³­®ª 3.12�±«¨ ¬» ®²° §¨¬ ®²­®±¨²¥«¼­® ¯«®±ª®±²¨ ¤¨ £° ¬¬»¤¨±ª¨, § ª«¥¨¢ ¾¹¨¥ § ¬ª­³²»¥ ¯³²¨, ²® ­®¢»¥ ¤¨±ª¨ ²®-¦¥ ¬®¦­® ¡³¤¥² § ª«¥¨²¼ ¯«¥­ª ¬¨, ­¥§­ ·¨²¥«¼­® ¢¨¤®-¨§¬¥­¨¢ °¨±. 3.7 (¡). � ± ¬®¬ ¤¥«¥, § ª«¥¨¢ ¾¹³¾ ¯«¥­ª³¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª · ±²¼ ¡®ª®¢®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¶¨-«¨­¤° . �®¢»¥ ¤¨±ª¨ ¬®¦­® § ª«¥¨²¼ ®±² ¢¸¥©±¿ · ±²¼¾



26 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿½²®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ (°¨±. 3.13). � °¥§³«¼² ²¥ ³§¥« ¡³¤¥² ° ±-¯®«®¦¥­ ­  ­¥ª®²®°®© ®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¡¥§ª° ¿, ¯°¨·¥¬ ³§¥« ° §¡¨¢ ¥² ¥¥ ­  ¤¢¥ · ±²¨.
�¨±³­®ª 3.13. � ¤ ·  3.4. �®ª ¦¨²¥, ·²® «¾¡®© ³§¥« ¬®¦­® ° ±¯®«®-¦¨²¼ ­  ­¥ª®²®°®© ®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¡¥§ ª° ¿² ª, ·²® ®­ ­¥ ¡³¤¥² ° §¡¨¢ ²¼ ¥¥ ­  · ±²¨.�«£®°¨²¬ �¥©´¥°²  ¬®¦­® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ­¥ ²®«¼ª®¤«¿ § ª«¥¨¢ ­¨¿ ³§« , ­® ¨ ¤«¿ § ª«¥¨¢ ­¨¿ «¾¡®£® § ¶¥¯-«¥­¨¿. �°¨ ½²®¬ ­  ª ¦¤®© ª®¬¯®­¥­²¥ § ¶¥¯«¥­¨¿ ®°¨-¥­² ¶¨¿ § ¤ ¥²±¿ ­¥§ ¢¨±¨¬® ®² ®°¨¥­² ¶¨© ®±² «¼­»µª®¬¯®­¥­². �  °¨±. 3.14 ¯®ª § ­» ¤¢  ° §«¨·­»µ ¢»¡®° ®°¨¥­² ¶¨© ®¤­®£® ¨ ²®£® ¦¥ § ¶¥¯«¥­¨¿. �ª«¥¨¢ ¯ °» ±®-®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¨¬ ¯®¢¥°µ­®±²¥© �¥©´¥°² , ¯®«³·¨¬ ¤¢¥° §­»µ ®°¨¥­²¨°³¥¬»µ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¡¥§ ª° ¿ (°¨±. 3.15).
�¨±³­®ª 3.14
�¨±³­®ª 3.15



3. � ª«¥¨¢ ­¨¥ ³§«®¢ ¨ § ¶¥¯«¥­¨© 27�°¨¬¥­¥­¨¥  «£®°¨²¬  �¥©´¥°²  ¤«¿ § ª«¥¨¢ ­¨¿ § -¶¥¯«¥­¨¿ ­¥ ¢±¥£¤  ¯°¨¢®¤¨² ª ±¢¿§­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨. � -¯°¨¬¥°, ¥±«¨ ¤¨ £° ¬¬  § ¶¥¯«¥­¨¿ ±®±²®¨² ¨§ ¤¢³µ ­¥-¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ®ª°³¦­®±²¥©, ²® § ª«¥¨¢ ¾¹ ¿ ¯®¢¥°µ-­®±²¼ ±®±²®¨² ¨§ ¤¢³µ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¤¨±ª®¢. �® ¨§­¥±ª®«¼ª¨µ ®°¨¥­²¨°³¥¬»µ ¯®¢¥°µ­®±²¥©, § ª«¥¨¢ ¾¹¨µª®¬¯®­¥­²» § ¶¥¯«¥­¨¿, «¥£ª® ¯®«³·¨²¼ ®¤­³ ®°¨¥­²¨°³-¥¬³¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼, ±®¥¤¨­¨¢ ¨±µ®¤­»¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ²°³¡-ª ¬¨. �®¢¥°µ­®±²¼¾ �¥©´¥°²  ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ±¢¿§­³¾®°¨¥­²¨°³¥¬³¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼, ª° ¥¬ ª®²®°®© ±«³¦ ² ¢±¥ª®¬¯®­¥­²» § ¶¥¯«¥­¨¿.�«¿ ¯®±²°®¥­¨¿ ¯®¢¥°µ­®±²¨ �¥©´¥°²  ¤®±² ²®·­®¡»«® ¡» § ª«¥¨²¼ ª ¦¤³¾ ª®¬¯®­¥­²³ § ¶¥¯«¥­¨¿ ±¢®¥©®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾ ² ª, ·²®¡» ½²¨ ¯®¢¥°µ­®-±²¨ ¯®¯ °­® ­¥ ¯¥°¥±¥ª «¨±¼. �® ² ª ¿ § ª«¥©ª  ­¥ ¢±¥-£¤  ±³¹¥±²¢³¥². � ¯°¨¬¥°, § ¶¥¯«¥­¨¥ �®¯´  ² ª § ª«¥-¨²¼ ­¥«¼§¿. �®«¥¥ ²®£®, ­¥«¼§¿ ¤ ¦¥ § ª«¥¨²¼ ®¤­³ ¨§ ¥£®ª®¬¯®­¥­² ®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾, ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾-¹¥© ¢²®°³¾ ª®¬¯®­¥­²³. �®ª §»¢ ²¼ ½²® ¬» ­¥ ¡³¤¥¬.. � ¤ ·  3.5. �®ª ¦¨²¥, ·²® ª°¨¢³¾ 1, ¨§®¡° ¦¥­­³¾ ­ °¨±. 3.16, ¬®¦­® § ª«¥¨²¼ ®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾,­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¥© ª°¨¢³¾ 2.
�¨±³­®ª 3.16 �¨±³­®ª 3.17 �¨±³­®ª 3.18. � ¤ ·  3.6. �®ª ¦¨²¥, ·²® ²°¨ ª°¨¢»¥, ¨§®¡° ¦¥­­»¥­  °¨±. 3.17, ¬®¦­® § ª«¥¨²¼ ²°¥¬¿ ¯®¯ °­® ­¥ ¯¥°¥±¥ª -¾¹¨¬¨±¿ ®°¨¥­²¨°³¥¬»¬¨ ¯®¢¥°µ­®±²¿¬¨.



28 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿. � ¤ ·  3.7. �®ª ¦¨²¥, ·²® ª°¨¢³¾ 1, ¨§®¡° ¦¥­­³¾ ­ °¨±. 3.18, ¬®¦­® § ª«¥¨²¼ «¨±²®¬ ��¥¡¨³± , ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾-¹¨¬ ª°¨¢³¾ 2.�¥¸¥­¨¿I 3.1. � ®¤­®© ±²®°®­», ½²  § ¤ ·  ®·¥¢¨¤­ : £° ­¨¶³ «¨-±²  ��¥¡¨³±  ¬®¦­® ¯°®¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼ ² ª, ·²® ®­  ±² -­¥² ®ª°³¦­®±²¼¾. �°¨ ½²®¬ «¨±² ��¥¡¨³±  ²®¦¥ ª ª-²® ¤¥-´®°¬¨°³¥²±¿. �®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿ ª °ª ±  «¨-±²  ��¥¡¨³±  ¨§®¡° ¦¥­  ­  °¨±. 3.19. � ±®¦ «¥­¨¾, ½²®²°¨±³­®ª ­¥ ®·¥­¼ ­ £«¿¤¥­.
( ) (¡) (¢)�¨±³­®ª 3.19�¨±² ��¥¡¨³±  ± ¯«®±ª®© £° ­¨¶¥© ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼±¥¡¥ ¡®«¥¥ ­ £«¿¤­®. �£® ¬®¦­®, ­ ¯°¨¬¥°, ±ª«¥¨²¼ ¨§ ¢»-ª°®©ª¨, ¨§®¡° ¦¥­­®© ­  °¨±³­ª¥ 3.20. �«¿ ½²®£® ­³¦­®

�¨±³­®ª 3.20



3. � ª«¥¨¢ ­¨¥ ³§«®¢ ¨ § ¶¥¯«¥­¨© 29±ª«¥¨²¼ ¨§ ­¥¥ ´¨£³°³ ¢ ´®°¬¥ ®ª² ½¤° . � °¥§³«¼² ²¥¯®«³·¨²±¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ®ª² ½¤° , ¨§ ª®²®°®© ¢»°¥§ ­»²°¥³£®«¼­¨ª¨ ADE ¨ DCF (°¨±. 3.21 ( )). �°®¬¥ ²®£®,¢­³²°¨ ®ª² ½¤°  ¡³¤¥² ° ±¯®«®¦¥­  ´¨£³° , ¨§®¡° ¦¥­-­ ¿ ­  °¨±. 3.21 (¡). �° ­¨¶¥© ¢±¥© ¯®«³·¥­­®© ´¨£³°» ¡³-¤¥² ²°¥³£®«¼­¨ª ACD.
( ) (¡)�¨±³­®ª 3.21�°³£®¥ ­ £«¿¤­®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ «¨±²  ��¥¡¨³±  ±¯«®±ª®© £° ­¨¶¥© ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.�®§¼¬¥¬ °¥§¨­®¢³¾ ¯«¥­ª³ ABCD. �²®¡» ¯®«³·¨²¼ ¨§­¥¥ «¨±² ��¥¡¨³± , ­³¦­® ±ª«¥¨²¼ ±²°¥«ª¨ AB ¨ CD(°¨±. 3.22 ( )). �¥ ¡³¤¥¬ ±¯¥¸¨²¼ ½²® ¤¥« ²¼. �­ · «  ­ -¤³¥¬ ¯«¥­ª³ ª ª °¥§¨­®¢»© ¸ °¨ª. � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬±´¥°³ ± ®²¢¥°±²¨¥¬ ABCD (°¨±. 3.22 (¡)). �°®¤¥´®°¬¨-°³¥¬ ±´¥°³, ±¡«¨§¨¢ ®²°¥§ª¨ AB ¨ BC,   ² ª¦¥ ®²°¥§-ª¨ AD ¨ DC (°¨±. 3.22 (¢)). �¥¯¥°¼ ³¦¥ ­¥²°³¤­® ¯°¥¤-±² ¢¨²¼, ·²® ¯°®¨§®©¤¥² ¯°¨ ±ª«¥©ª¥ ±²°¥«®ª AB ¨ CD(°¨±. 3.22 (£)).

( ) (¡) (¢) (£)�¨±³­®ª 3.22



30 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿I 3.2. � §°¥¦¥¬ ±´¥°³ ¯® ¬¥°¨¤¨ ­³ ¨ ¢¤ ¢¨¬ ¢­³²°¼ ¢¥°µ-­¾¾ · ±²¼ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ®¤­®© ¨§ ¯®«³±´¥° (°¨±. 3.23 ( )).�¤ ¢«¥­­³¾ · ±²¼ £° ­¨¶» ¯®«³±´¥°» ¯®¢¥°­¥¬ ±­ · « ­  180� (°¨±. 3.23 (¡)),   § ²¥¬ ¥¹¥ ­  180� (°¨±. 3.23 (¢)).
( ) (¡) (¢)�¨±³­®ª 3.23I 3.3. �®¦­®, ­ ¯°¨¬¥°, ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¤¨ £° ¬¬®© ³§« ¢®±¼¬¥°ª , ° ±¯®«®¦¥­­®© ­  °¨±. 2.4 ±¯° ¢ . � ª«¥¨¢ ¾-¹ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¨§®¡° ¦¥­  ­  °¨±. 3.24. �®¦­® ² ª¦¥¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ·¥²¢�¥°²®© ±«¥¢  ¤¨ £° ¬¬®©.

( ) (¡)�¨±³­®ª 3.24 �¨±³­®ª 3.25�«¿ ®±² «¼­»µ ¤¨ £° ¬¬ ³§«  ¢®±¼¬¥°ª , ¨§®¡° ¦¥­-­»µ ­  °¨±. 2.4, ¯®±²°®¥­­»¥  ­ «®£¨·­»¬ ®¡° §®¬ § ª«¥-¨¢ ¾¹¨¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¡³¤³² ­¥®°¨¥­²¨°³¥¬»¬¨. �°¨¥­-²¨°³¥¬»¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨, ¯®±²°®¥­­»¥ ¤«¿ ½²¨µ ¤¨ £° ¬¬



3. � ª«¥¨¢ ­¨¥ ³§«®¢ ¨ § ¶¥¯«¥­¨© 31± ¯®¬®¹¼¾  «£®°¨²¬  �¥©´¥°²  ¡³¤³² ­  ¨§®¡° ¦¥­¨¿µ¬­®£®±«®©­»¬¨. �¨±®¢ ²¼ ¨µ ­¥³¤®¡­®.I 3.4. � ±±¬®²°¨¬ ®ª°¥±²­®±²¼ ¤ ­­®£® ³§« . �§¥« ¬®¦­®° §¬¥±²¨²¼ ­  £° ­¨¶¥ ½²®© ®ª°¥±²­®±²¨ (°¨±. 3.25 ( )).�°¨ ½²®¬ ¯®«³· ¥²±¿ § ³§«¥­­ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼. À�¯«¾¹¨¢Á¥¥, ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ­¥§ ³§«¥­­³¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼.I 3.5. �°¥¡³¥¬ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¨§®¡° ¦¥­  ­  °¨±. 3.26.

�¨±³­®ª 3.26I 3.6. � ª«¥¨¬ ±­ · «  ®¡¥ ¯¥°¥ª°³·¥­­»¥ ®ª°³¦­®±²¨.�«¿ ª ¦¤®© ¨§ ­¨µ ° ±±¬®²°¨¬ ¯«¥­ª³, ¨§®¡° ¦¥­­³¾­  °¨±. 3.27 ( ), ¨ ¯°¨ª«¥¨¬ ª ¥¥ £° ­¨·­»¬ ®ª°³¦­®-±²¿¬ C1 ¨ C2 ª®«¼¶® (°¨±. 3.27 (¡)). �®¦­® ±·¨² ²¼,·²® ¯®«³·¥­­»¥ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¯«¥­ª¨ ¶¥«¨ª®¬ «¥¦ ²
( ) (¡)�¨±³­®ª 3.27



32 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿¢¡«¨§¨ ®ª°³¦­®±²¥© 2 ¨ 3 (°¨±. 3.28 ( )). �±² ¥²±¿ § ª«¥-¨²¼ ®ª°³¦­®±²¼ 1 ®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯«¥­ª®©, ­¥ § ¤¥¢ ¾-¹¥© ®ª°³¦­®±²¥© 2 ¨ 3. � ª ½²® ±¤¥« ²¼, ¯®ª § ­® ­ °¨±. 3.28 (¡).
( ) (¡)�¨±³­®ª 3.28I 3.7. �¡° ²¨¬±¿ ª «¨±²³ ��¥¡¨³±  ± ¯«®±ª®© £° ­¨¶¥©, ¨§®-¡° ¦¥­­®¬³ ­  °¨±. 3.21. �¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ®ª°³¦-­®±²¼ 2, ¨§®¡° ¦¥­­ ¿ ­  °¨±. 3.29, ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¥² ¥£®.

�¨±³­®ª 3.29



4�­¢ °¨ ­² ³§« �®¯»²ª¨ ° §¢¿§ ²¼ ²°¨«¨±²­¨ª ª ³±¯¥µ³ ­¥ ¯°¨¢®¤¿².�® ½²® ­¥ ¤ ¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢ , ·²® ° §¢¿§ ²¼ ¥£® ­¥«¼§¿¤¥©±²¢¨²¥«¼­® ­¨ª ª¨¬ ±¯®±®¡®¬.�®«³·¨²¼ ² ª®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¬®¦­®, ­ ¯°¨¬¥°, ±«¥-¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �®¯®±² ¢¨¬ ª ¦¤®© ¤¨ £° ¬¬¥ ³§«  ­¥-ª®²®°®¥ ·¨±«®. �±«¨ ¯°¨ ½²®¬ ° §­»¬ ¤¨ £° ¬¬ ¬ ®¤­®£®¨ ²®£® ¦¥ ³§«  ±®¯®±² ¢«¿¥²±¿ ®¤­® ¨ ²® ¦¥ ·¨±«®, ²®¬» ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® § ¤ ­ ¨­¢ °¨ ­² ³§« . � ² ª®¬±«³· ¥ ¤«¿ ª ¦¤®£® ³§«  ®¤­®§­ ·­® ®¯°¥¤¥«¥­® §­ ·¥­¨¥½²®£® ¨­¢ °¨ ­² . �±«¨ §­ ·¥­¨¿ ¨­¢ °¨ ­²  ¤«¿ ¤¢³µ¤¨ £° ¬¬ ³§«®¢ ° §­»¥, ²® ½²¨ ¤¨ £° ¬¬» ±®®²¢¥²±²¢³-¾² ° §­»¬ ³§« ¬. �® ¨­¢ °¨ ­² ­¥ ®¡¿§ ²¥«¼­® ° §«¨· -¥² ¢±¥ ³§«», ².¥. ¤«¿ ­¥ª®²®°»µ ° §­»µ ³§«®¢ §­ ·¥­¨¿¨­¢ °¨ ­²  ¬®£³² ±®¢¯ ¤ ²¼.�«¿ ³§«®¢ ¨ § ¶¥¯«¥­¨© ¥±²¼ ¢¥±¼¬  ¯°®±²®© ¨­¢ °¨- ­². �­ ±²°®¨²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. � ±±¬®²°¨¬ ¢±¥¢®§¬®¦­»¥ ° ±ª° ±ª¨ ³§«  ¢ ²°¨ ¶¢¥²  (ª ¦¤ ¿ ±¢¿§­ ¿¤³£  ¤¨ £° ¬¬» ª° ±¨²±¿ ®¤­¨¬ ¶¢¥²®¬). �°¨ ½²®¬ ­ ª ¦¤®¬ ¯¥°¥ª°¥±²ª¥ ±µ®¤¿²±¿ ¤³£¨ ®¤­®£®, ¤¢³µ ¨«¨ ²°¥µ¶¢¥²®¢. � §®¢¥¬ ° ±ª° ±ª³ ¯° ¢¨«¼­®©, ¥±«¨ ­¨ ­  ª ª®¬¯¥°¥ª°¥±²ª¥ ­¥ ±µ®¤¿²±¿ °®¢­® ¤¢  ¶¢¥² , ².¥. ­  ª ¦¤®¬¯¥°¥ª°¥±²ª¥ ±µ®¤¿²±¿ «¨¡® ¤³£¨ ®¤­®£® ¶¢¥² , «¨¡® ±° §³¢±¥µ ²°¥µ ¶¢¥²®¢.



34 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿�¥®°¥¬  4.1. �®«¨·¥±²¢® ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ±®ª ¤¨ -£° ¬¬» ³§«  ¢ ²°¨ ¶¢¥²  ¿¢«¿¥²±¿ ¨­¢ °¨ ­²®¬ ³§« .�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ¢±¥ ¢®§¬®¦­»¥ ¯°¥®¡° -§®¢ ­¨¿ ¯¥°¥ª°¥±²ª®¢ ¤¨ £° ¬¬ ³§«®¢ ¯°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¿µ(°¨±. 4.1). �°¥¡³¥²±¿ ¤®ª § ²¼, ·²® ¯°¨ ½²¨µ ¯°¥®¡° §®¢ -­¨¿µ ¯° ¢¨«¼­»¥ ° ±ª° ±ª¨ ¯¥°¥µ®¤¿² ¢ ¯° ¢¨«¼­»¥ ° ±-ª° ±ª¨, ¯°¨·¥¬ ®¤­®§­ ·­»¬ ®¡° §®¬. �®¿±­¨¬, ·²® ¬»¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤³. �³±²¼ § ¤ ­  ¯° ¢¨«¼­ ¿ ° ±ª° ±ª  ¤¨ -£° ¬¬». �®¤¢¥°£­¥¬ ½²³ ¤¨ £° ¬¬³ ®¤­®¬³ ¨§ ¯°¥®¡° -§®¢ ­¨©, ¨§®¡° ¦¥­­»µ ­  °¨±. 4.1. �±² ¢¨¬ ¡¥§ ¨§¬¥­¥-­¨© ° ±ª° ±ª³ ¤¨ £° ¬¬» ¢­¥ ²®© · ±²¨ ¯«®±ª®±²¨, £¤¥±®¢¥°¸ ¥²±¿ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥. �®£¤  ª®­¶» ¢±¥µ ¤³£ ­ ª °²¨­ª¥, ¨§®¡° ¦ ¾¹¥© ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥, ¡³¤³² ®ª° ¸¥-­». �°¥¡³¥²±¿ ¤®ª § ²¼, ·²® ½²³ ° ±ª° ±ª³ ¬®¦­® ¯°®-¤®«¦¨²¼ ¤® ¯° ¢¨«¼­®© ° ±ª° ±ª¨ ²®© · ±²¨ ¤¨ £° ¬¬»,£¤¥ ±®¢¥°¸ ¥²±¿ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥, ¯°¨·¥¬ ½²® ¯°®¤®«¦¥-­¨¥ ° ±ª° ±ª¨ ®¯°¥¤¥«¥­® ®¤­®§­ ·­®. �«¿ ®¤­®¶¢¥²­»µ° ±ª° ±®ª ½²® «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼. �«¿ ¢±¥µ ±³¹¥±²¢¥­­® ° §-«¨·­»µ ° §­®¶¢¥²­»µ ° ±ª° ±®ª ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ¨§®¡° -¦¥­» ­  °¨±. 4.2.
�¨±³­®ª 4.1
�¨±³­®ª 4.2



4. �­¢ °¨ ­² ³§«  35�¥¯¥°¼ ¬®¦­® ¤®ª § ²¼, ·²®²°¨«¨±²­¨ª ­¥ ° §¢¿§»¢ ¥²±¿. � °¨±. 4.3 ¨§®¡° ¦¥­  ¯° ¢¨«¼­ ¿° ±ª° ±ª  ¤¨ £° ¬¬» ²°¨«¨±²­¨-ª , ¯°¨ ª®²®°®© ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¢±¥²°¨ ¶¢¥² . �¡¹¥¥ ª®«¨·¥±²¢® ² -ª¨µ ° ±ª° ±®ª ½²®© ¤¨ £° ¬¬» ° -¢­® 6. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ®¤­³ ¤³£³¬®¦­® ®ª° ±¨²¼ «¾¡»¬ ¨§ ²°¥µ ¶¢¥²®¢, ¤°³£³¾ ¤³£³ |®¤­¨¬ ¨§ ¤¢³µ ®±² ¢¸¨µ±¿ ¶¢¥²®¢,   ¶¢¥² ²°¥²¼¥© ¤³£¨ ¯®-±«¥ ½²®£® ¡³¤¥² ®¯°¥¤¥«¥­ ®¤­®§­ ·­®. �®¬¨¬® ¸¥±²¨ ° §-­®¶¢¥²­»µ ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ±®ª ¤¨ £° ¬¬» ²°¨«¨±²-­¨ª  ¥±²¼ ¥¹¥ ²°¨ ®¤­®¶¢¥²­»µ ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ±ª¨.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ²°¨«¨±²­¨ª  ª®«¨·¥±²¢® ¯° ¢¨«¼­»µ° ±ª° ±®ª ° ¢­® 9,   ³ ­¥§ ³§«¥­­®© ®ª°³¦­®±²¨ ¥±²¼ ²®-«¼ª® ²°¨ ®¤­®¶¢¥²­»¥ ° ±ª° ±ª¨, ­¨ª ª¨µ ¤°³£¨µ ° ±ª° -±®ª ³ ­¥¥ ­¥². �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ²°¨«¨±²­¨ª ­¥«¼§¿ ¯°®¤¥-´®°¬¨°®¢ ²¼ ¢ ­¥§ ³§«¥­­³¾ ®ª°³¦­®±²¼.
�¨±³­®ª 4.3

� ±®¦ «¥­¨¾, ¯®±²°®¥­­»© ¨­¢ °¨ ­² ­¥ ¢±¥¬®£³¹.�­ ­¥ ¯®§¢®«¿¥² ¤ ¦¥ ¤®ª § ²¼, ·²® ³§¥« ¢®±¼¬¥°ª  ­¥° §¢¿§»¢ ¥²±¿. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® «¾-¡ ¿ ¯° ¢¨«¼­ ¿ ° ±ª° ±ª  ¤¨ £° ¬¬» ½²®£® ³§«  ®¤­®-¶¢¥²­ ¿. �® ¢±¥ ¦¥ ¨­¢ °¨ ­² ¯®§¢®«¿¥² ®²«¨· ²¼ ¤°³£®² ¤°³£  ¡¥±ª®­¥·­® ¬­®£® ³§«®¢. �  °¨±. 4.4 ¨§®¡° ¦¥-­» ¤¢¥ ° §«¨·­»¥ ¯° ¢¨«¼­»¥ ° ±ª° ±ª¨ ®¤­®© ¨ ²®© ¦¥¤¨ £° ¬¬». �®¥¤¨­¨¢ n ² ª¨µ ³§¥«ª®¢ ¢ § ¬ª­³²³¾ ¶¥-¯®·ª³, ¯®«³·¨¬ ³§¥«, ª®«¨·¥±²¢® ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ±®ªª®²®°®£® ° ¢­® 3 � 2n + 3. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¯°¨ ° §­»µ nª®«¨·¥±²¢  ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ±®ª ° §­»¥.
�¨±³­®ª 4.4



36 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿�«¿ § ¶¥¯«¥­¨© ª®«¨·¥±²¢® ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ±®ª¤¨ £° ¬¬» ¢ ²°¨ ¶¢¥²  ²®¦¥ ¨­¢ °¨ ­². �®ª § ²¥«¼±²¢®½²®£® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ­¨·¥¬ ­¥ ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¤®ª § ²¥«¼-±²¢  ¤«¿ ³§«®¢.�¥§ ³§«¥­­»¥ ¨ ¯®¯ °­® ­¥ § ¶¥¯«¥­­»¥ ®ª°³¦­®±²¨¬®¦­® ª° ±¨²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬® ¤°³£ ®² ¤°³£ . �®½²®¬³ ª®«¨-·¥±²¢® ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ±®ª ¤«¿ n ² ª¨µ ®ª°³¦­®±²¥©° ¢­® 3n. �²® ¤ ¥² ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¨ ­ ¸¥£® ¨­¢ °¨- ­²  ¤«¿ § ¶¥¯«¥­¨© ­®¢»¥ ¢®§¬®¦­®±²¨ ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ±³§« ¬¨. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¥±«¨ § ¶¥¯«¥­¨¥ ¤®¯³±ª ¥² «¨¸¼®¤­®¶¢¥²­»¥ ¯° ¢¨«¼­»¥ ° ±ª° ±ª¨, ²® ³ ­¥£® ª®«¨·¥-±²¢® ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ±®ª ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ³ ­¥§ ³§«¥­­»µ ¨¯®¯ °­® ­¥ § ¶¥¯«¥­­»µ ®ª°³¦­®±²¥©. �¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼,·²® ¢±¥ § ¶¥¯«¥­¨¿, ¨§®¡° ¦¥­­»¥ ­  °¨±. 4.5, ¤®¯³±ª ¾²«¨¸¼ ®¤­®¶¢¥²­»¥ ¯° ¢¨«¼­»¥ ° ±ª° ±ª¨.

�¨±³­®ª 4.5�®ª § ­­ ¿ ­ ¬¨ ­¥¢®§¬®¦­®±²¼ ° ±¶¥¯¨²¼ § ¶¥¯«¥-­¨¿, ¨§®¡° ¦¥­­»¥ ­  °¨±. 4.5, ¯®§¢®«¿¥² ¯°®¤®«¦¨²¼ ®¡-±³¦¤¥­¨¥ § ¤ ·¨ 1.1 ® ° ±¶¥¯«¥­¨¨ ±¶¥¯«¥­­»µ ¯ «¼¶¥¢.�¨±. 4.6 ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¥±«¨ ­  °³ª³ ­ ¤¥²¼ ¦¥±²ª¨©¡° ±«¥² (°¨±. 4.6 ( )), ²® ° ±¶¥¯¨²¼ ¯ «¼¶» (°¨±. 4.6 (¡))³¦¥ ­¥ ³¤ ±²±¿. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¥±«¨ ¡» ¨µ ³¤ «®±¼ ° ±-¶¥¯¨²¼, ²® ¡° ±«¥² ¬®¦­® ¡»«® ¡» ±­¿²¼ (°¨±. 4.6 (¢)).



4. �­¢ °¨ ­² ³§«  37�® ²®£¤  § ¶¥¯«¥­¨¥, ¨§®¡° ¦¥­­®¥ ­  °¨±. 4.6 ( ), ¬®¦­®¡»«® ¡» ° ±¶¥¯¨²¼.
( ) (¡) (¢)�¨±³­®ª 4.6�®¬¨¬® ° ±ª° ±®ª ¤¨ £° ¬¬ ³§«®¢ ¨ § ¶¥¯«¥­¨© ¢²°¨ ¶¢¥²  ¬®¦­® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ° ±ª° ±ª¨ ¢ n ¶¢¥²®¢ ¤«¿¯°®¨§¢®«¼­®£® ­ ²³° «¼­®£® ·¨±«  n. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨©¨­¢ °¨ ­² ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. � ¬ ¡³¤¥²³¤®¡­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¶¢¥²  ª ª ®±² ²ª¨ ®² ¤¥«¥­¨¿ ­ n. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ° ±ª° ±ª  ¤¨ £° ¬¬» ³§«  ¨«¨§ ¶¥¯«¥­¨¿ ¯° ¢¨«¼­ ¿, ¥±«¨ ­  ª ¦¤®¬ ¯¥°¥ª°¥±²ª¥ ¢»-¯®«­¿¥²±¿ ±®®²­®¸¥­¨¥b+ c � 2a (mod n);(±¬. °¨±. 4.7); ½²® ¢»° ¦¥­¨¥ ®§­ · ¥², ·²® ·¨±«  b + c ¨2a ¤ ¾² ®¤¨­ ª®¢»¥ ®±² ²ª¨ ¯°¨ ¤¥«¥­¨¨ ­  n. �°®¢¥°¼²¥

�¨±³­®ª 4.7



38 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿± ¬®±²®¿²¥«¼­®, ·²® ¯°¨ n = 3 ¬» ¯®«³· ¥¬ ²® ¦¥ ± ¬®¥®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ±®ª, ·²® ¨ ° ­¼¸¥.� ¯®¬®¹¼¾ °¨±. 4.8 «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ª®«¨·¥±²¢®¯° ¢¨«¼­»µ ° ±ª° ±®ª ³§«  (§ ¶¥¯«¥­¨¿) ¿¢«¿¥²±¿ ¨­¢ °¨-

�¨±³­®ª 4.8 ­²®¬ ³§«  (§ ¶¥¯«¥­¨¿). �¡° ²¨²¥ ¢­¨¬ ­¨¥, ·²® ¢ ±«³-· ¥ n = 3 ² ª®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°®¹¥ ¯°¥¤»¤³¹¥£®, ¯®-²®¬³ ·²® ²¥¯¥°¼ ­¥ ­³¦­® ° ±±¬ -²°¨¢ ²¼ ° §­»¥ ±«³· ¨.� ±ª° ±ª¨ ¤¨ £° ¬¬» ³§«  ¢²°¨ ¶¢¥²  ­¥ ¯®§¢®«¿¾² ¤®ª § ²¼,·²® ³§¥« ¢®±¼¬¥°ª  ­¥ ° §¢¿§»¢ -¥²±¿. �® ½²® ¬®¦­® ±¤¥« ²¼ ± ¯®-¬®¹¼¾ ° ±ª° ±®ª ¢ ¯¿²¼ ¶¢¥²®¢.�¨±. 4.9 ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ³ ¤¨ -£° ¬¬» ³§«  ¢®±¼¬¥°ª  ¥±²¼ ° §-­®¶¢¥²­ ¿ ¯° ¢¨«¼­ ¿ ° ±ª° ±ª  ¢¯¿²¼ ¶¢¥²®¢, ¯®½²®¬³ ³§¥« ¢®±¼¬¥°-ª  ­¥ ° §¢¿§»¢ ¥²±¿. �¨±³­®ª 4.9



4. �­¢ °¨ ­² ³§«  39�¥±«®¦­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¢±¥ ¯° ¢¨«¼­»¥ ° ±ª° ±ª¨¤¨ £° ¬¬» ²°¨«¨±²­¨ª  ¢ ¯¿²¼ ¶¢¥²®¢ ®¤­®¶¢¥²­»¥. �®-½²®¬³ ²°¨«¨±²­¨ª ¨ ¢®±¼¬¥°ª  | ° §­»¥ ³§«», ².¥. ¨µ­¥«¼§¿ ¯°¥®¡° §®¢ ²¼ ¤°³£ ¢ ¤°³£ .



5�®¬¥®¬®°´¨§¬»� ¯°¥¤»¤³¹¨µ ¯ ° £° ´ µ ¬» · ±²® ° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ´¨-£³°» ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ± ²®·­®±²¼¾ ¤® ¤¥´®°¬ ¶¨¨, ².¥. ¬»­¥ ° §«¨· «¨ ´¨£³°», ª®²®°»¥ ¬®¦­® ¯°®¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼¤°³£ ¢ ¤°³£ . �®¯®«®£¨ ­ §»¢ ¾² ² ª¨¥ ´¨£³°» ¨§®²®¯-­»¬¨ (¢ ¯°®±²° ­±²¢¥). � ¯°¨¬¥°, ³§«» ¨«¨ § ¶¥¯«¥­¨¿,ª®²®°»¥ ¬®¦­® ¯°®¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼ ¤°³£ ¢ ¤°³£ , ­ §»¢ -¾² ¨§®²®¯­»¬¨.�¹¥ ¡®«¥¥ ¢ ¦­® ¢ ²®¯®«®£¨¨ ¯®­¿²¨¥ £®¬¥®¬®°´­®-±²¨ ´¨£³°. �¢¥ ´¨£³°» X ¨ Y ­ §»¢ ¾² £®¬¥®¬®°´­»-¬¨, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ­¥¯°¥°»¢­®¥ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ·­®¥®²®¡° ¦¥­¨¥ f : X ! Y , ¯°¨·¥¬ ®¡° ²­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥f�1 : Y ! X ²®¦¥ ­¥¯°¥°»¢­®. �®¬¥®¬®°´­®±²¼ ´¨£³°, ¢®²«¨·¨¥ ®² ¨§®²®¯­®±²¨, § ¢¨±¨² «¨¸¼ ®² ± ¬¨µ ´¨£³°,  ­¥ ®² ¨µ ° ±¯®«®¦¥­¨¿ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥. � ¯°¨¬¥°, «¾¡®©³§¥« £®¬¥®¬®°´¥­ ®ª°³¦­®±²¨.�±¥ ´¨£³°», ª®²®°»¥ ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ¨§ ¯°¿¬®³£®«¼-­®£® «¨±²  ¡³¬ £¨ ±ª«¥©ª®© ¨§®¡° ¦¥­­»µ ­  °¨±. 5.1 ( )±²°¥«®ª, ¯®¯ °­® £®¬¥®¬®°´­». �°¨¬¥° ¬¨ ² ª¨µ ´¨£³°±«³¦ ² ¶¨«¨­¤° ¨ ¯¥°¥ª°³·¥­­»© ¶¨«¨­¤° (°¨±. 5.1 (¡)).�²¨ ´¨£³°» £®¬¥®¬®°´­», ­® ®­¨ ­¥ ¨§®²®¯­». � ± ¬®¬¤¥«¥, ¨µ £° ­¨¶» ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¯®¯ °­® ­¥ ¨§®²®¯-­»¥ § ¶¥¯«¥­¨¿ (°¨±. 5.1 (¢)).



5. �®¬¥®¬®°´¨§¬» 41
( ) (¡) (¢)�¨±³­®ª 5.1�±«¨ ±²®°®­» ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª  ±ª«¥¨¢ ²¼ ¯®-¤°³£®¬³(°¨±. 5.2 ( )), ²® ¯®«³·¥­­»¥ ´¨£³°» ¡³¤³² £®¬¥®¬®°´­»«¨±²³ ��¥¡¨³± . �°¨¬¥°» ² ª¨µ ´¨£³° ¨§®¡° ¦¥­» ­ °¨±. 5.2 (¡). �¨¦­¿¿ ´¨£³°  ¨§®²®¯­  ³¦¥ §­ ª®¬®© ­ ¬¯®¢¥°µ­®±²¨, § ª«¥¨¢ ¾¹¥© ²°¨«¨±²­¨ª (°¨±. 5.2 (¢)).
( ) (¡) (¢)�¨±³­®ª 5.2�¡±³¤¨¬ ¥¹¥ ­¥ª®²®°»¥ ¯°¨¬¥°» £®¬¥®¬®°´­»µ ¨ ­¥-£®¬¥®¬®°´­»µ ´¨£³°.�°¨¬¥° 1. �­²¥°¢ « (®²°¥§®ª ± ¨±ª«¾·¥­­»¬¨ ª®­¶ ¬¨)¨ ¯°¿¬ ¿ £®¬¥®¬®°´­». � ± ¬®¬ ¤¥«¥, «¥£ª® ¯®±²°®¨²¼£®¬¥®¬®°´¨§¬ ¨­²¥°¢ «  ­  ¯®«³®ª°³¦­®±²¼. �®¬¥®¬®°-´¨§¬ ¯®«³®ª°³¦­®±²¨ ­  ¯°¿¬³¾ ¨§®¡° ¦¥­ ­  °¨±. 5.3.



42 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿
�¨±³­®ª 5.3�°¨¬¥° 2. �°³£ ± ¢»ª®«®²®© ²®·ª®© £®¬¥®¬®°´¥­ ª®«¼¶³.�®¦­® ±·¨² ²¼, ·²® ª°³£ ± ¢»ª®«®²®© ²®·ª®© ±®±²®¨² ¨§² ª¨µ ²®·¥ª X, ·²® 0 < AX < 1,   ª®«¼¶® ±®±²®¨² ¨§² ª¨µ ²®·¥ª Y , ·²® 1 < AY < 2 (A | ­¥ª®²®° ¿ ´¨ª±¨-°®¢ ­­ ¿ ²®·ª ). �®¬¥®¬®°´¨§¬ ª°³£  ­  ª®«¼¶® ¬®¦­®§ ¤ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �²®¡° §¨¬ ²®·ª³ X ¢ ²®·ª³Y , ª®²®° ¿ «¥¦¨² ­  «³·¥ AX, ¯°¨·¥¬ AY = 1+AX. �²-¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ ¡» ²®·ª  A ­¥ ¢»ª «»¢ « ±¼ ¨§ ª°³£ ,²® § ¤ ²¼ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ª°³£  ­  ª®«¼¶® ² ª¨¬ ®¡° §®¬­¥ ³¤ «®±¼ ¡».�¤¨­ ¨§ ¯°®±²¥©¸¨µ ±¯®±®¡®¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ­¥£®-¬¥®¬®°´­®±²¨ ´¨£³° § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ¢»ª «»¢ ­¨¨ ²®·ª¨.�°¨¬¥° 3. �²°¥§®ª I = [0; 1] ¨ ¨­²¥°¢ « J = (0; 1) ­¥£®¬¥®¬®°´­». �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® f : I ! J | £®¬¥®-¬®°´¨§¬. �®·ª  1 ­¥ ° §¡¨¢ ¥² ®²°¥§®ª I, ².¥. ¯®±«¥ ¥¥¢»ª «»¢ ­¨¿ «¾¡»¥ ¤¢¥ ®±² ¢¸¨¥±¿ ²®·ª¨ ¬®¦­® ¡³¤¥²±®¥¤¨­¨²¼ ¯³²¥¬. �°¨ £®¬¥®¬®°´¨§¬¥ ½²® ±¢®©±²¢® ±®-µ° ­¿¥²±¿. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ²®·ª  f(1) ­¥ ° §¡¨¢ ¥² ¨­²¥°-¢ « J . �® «¾¡ ¿ ²®·ª  ¨­²¥°¢ «  ° §¡¨¢ ¥² ¥£®. �®«³·¥-­® ¯°®²¨¢®°¥·¨¥, ¯®½²®¬³ ­¥ ±³¹¥±²¢³¥² £®¬¥®¬®°´¨§¬ f : I ! J .. � ¤ ·  5.1. �®ª ¦¨²¥, ·²® ®ª°³¦­®±²¼ ¨ ¨­²¥°¢ « ­¥£®¬¥®¬®°´­».. � ¤ ·  5.2. �®ª ¦¨²¥, ·²® ¯°¿¬ ¿ ­¥ £®¬¥®¬®°´­  ´¨-£³°¥, ±®±²®¿¹¥© ¨§ ²°¥µ «³·¥©, ¢»µ®¤¿¹¨µ ¨§ ®¤­®© ²®·-ª¨.



5. �®¬¥®¬®°´¨§¬» 43�°³£®© ±¯®±®¡ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ­¥£®¬¥®¬®°´­®±²¨ ´¨-£³° ®±­®¢ ­ ­  ²®¬, ·²® ¯°¨ £®¬¥®¬®°´¨§¬¥ ±®µ° ­¿¥²±¿±¢®©±²¢® ±²¿£¨¢ ¥¬®±²¨ ¢±¥µ ¯¥²¥«¼.�°¨¬¥° 4. �°³£ ¨ ª®«¼¶® ­¥ £®¬¥®¬®°´­». � ± ¬®¬ ¤¥«¥,¢ ª°³£¥ «¾¡ ¿ ¯¥²«¿ ±²¿£¨¢ ¥¬  (°¨±. 5.4 ( )),   ¢ ª®«¼¶¥¥±²¼ ­¥±²¿£¨¢ ¥¬ ¿ ¯¥²«¿ (°¨±. 5.4 (¡)).
( ) (¡)�¨±³­®ª 5.4�¡±³¤¨¬ ²¥¯¥°¼, ­¥«¼§¿ «¨ § ¬¥­¨²¼ ³±«®¢¨¥ ­¥¯°¥-°»¢­®±²¨ ®²®¡° ¦¥­¨¿ f�1 ª ª¨¬-«¨¡® ¡®«¥¥ ±« ¡»¬³±«®¢¨¥¬. � ¯°¨¬¥°, ­¥«¼§¿ «¨ ¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ £®¬¥®¬®°-´¨§¬  ¯®²°¥¡®¢ ²¼ ¯°®±²® ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ­¥¯°¥°»¢­®-£® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ·­®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿ f : X ! Y ¨«¨¦¥ ®£° ­¨·¨²¼±¿ ²°¥¡®¢ ­¨¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ­¥¯°¥°»¢-­»µ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ·­»µ ®²®¡° ¦¥­¨© f : X ! Y ¨g : Y ! X. � ¤ ·¨ 5.3 ¨ 5.4 ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ½²¨µ ³±«®¢¨©­¥ ¤®±² ²®·­®.. � ¤ ·  5.3. �³±²¼ I | ¯®«³¨­²¥°¢ «, ².¥. ®²°¥§®ª, ®¤¨­¨§ ª®­¶®¢ ª®²®°®£® ¨±ª«¾·¥­. �®ª ¦¨²¥, ·²® ±³¹¥±²¢³¥²­¥¯°¥°»¢­®¥ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ·­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ f : I !S, £¤¥ S | ®ª°³¦­®±²¼.. � ¤ ·  5.4. �³±²¼ F1 |ª°³£, F2 |ª®«¼¶®, ¯°¨·¥¬ ­¥ª®-²®°»¥ £° ­¨·­»¥ ²®·ª¨ ½²¨µ ´¨£³° ¢»ª®«®²»,   ­¥ª®²®-°»¥ ®±² ¢«¥­» (¤«¿ °¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ ­³¦­®, ¢ · ±²­®±²¨,¯°¨¤³¬ ²¼, ª ª¨¥ ²®·ª¨ ¢»ª®«®²»,   ª ª¨¥ ®±² ¢«¥­»).



44 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿�®ª ¦¨²¥, ·²® ±³¹¥±²¢³¾² ­¥¯°¥°»¢­»¥ ¢§ ¨¬­® ®¤­®-§­ ·­»¥ ®²®¡° ¦¥­¨¿ f : F1 ! F2 ¨ g : F2 ! F1.�¡±³¦¤¥­¨¥ ¯®¢¥°µ­®±²¥©, § ª«¥¨¢ ¾¹¨µ ³§«», ¬»­ · «¨ ± ¤¢³µ ¯°¨¬¥°®¢ § ª«¥¨¢ ­¨¿ ²°¨«¨±²­¨ª (°¨±. 3.1). � ª ¬» ³¦¥ ¢»¿±­¨«¨, ®¤­  ¨§ ¯®¢¥°µ­®±²¥©,§ ª«¥¨¢ ¾¹¨µ ²°¨«¨±²­¨ª, £®¬¥®¬®°´­  «¨±²³ ��¥¡¨³± (°¨±. 5.2).. � ¤ ·  5.5. �®ª ¦¨²¥, ·²® ¤°³£ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼, § ª«¥¨-¢ ¾¹ ¿ ²°¨«¨±²­¨ª, £®¬¥®¬®°´­  (­® ­¥ ¨§®²®¯­ ) ²®°³± ¢»°¥§ ­­»¬ ¤¨±ª®¬ (°¨±. 5.5).
�¨±³­®ª 5.5�¥¯¥°¼ ¬» ®¡±³¤¨¬ ¤¢  ¢ ¦­»µ ±¯®±®¡  ¯®±²°®¥­¨¿£®¬¥®¬®°´¨§¬®¢. � ½²¨µ ±¯®±®¡®¢ ¬­®£® ®¡¹¥£®. �®¬¥®-¬®°´¨§¬» ®¡®¨µ ²¨¯®¢ ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ±ª°³·¨¢ ¾¹¨¬¨.�®±²°®¥­¨¥ ±ª°³·¨¢ ¾¹¥£® £®¬¥®¬®°´¨§¬  ¯°®¹¥¢±¥£® ®¯¨± ²¼ ¤«¿ ¶¨«¨­¤° , µ®²¿ ¤«¿ ­¥£® ½²  ª®­±²°³ª-¶¨¿ ­¥ ¤ ¥² ­¨·¥£® ¨­²¥°¥±­®£®, ².¥. ¯®«³·¥­­»© £®¬¥®-¬®°´¨§¬ ¡³¤¥² ¨§®²®¯¨¥©. �®, ­ ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ²®°   ­ «®-£¨·­ ¿ ª®­±²°³ª¶¨¿ ¯°¨¢®¤¨² ³¦¥ ª ¢¥±¼¬  ¨­²¥°¥±­»¬£®¬¥®¬®°´¨§¬ ¬.�®±²°®¥­¨¥ ±ª°³·¨¢ ¾¹¥£® £®¬®¬®°´¨§¬  ¤«¿ ¶¨«¨­-¤°  ¨§®¡° ¦¥­® ­  °¨±. 5.6 ( ). �­ · «  ¬» ¦¥±²ª® § -ª°¥¯«¿¥¬ ®±­®¢ ­¨¿ ¶¨«¨­¤° ,   ± ¬ ¶¨«¨­¤° ° §°¥§ ¥¬¯®±°¥¤¨­¥. � ²¥¬ ®¤¨­ ª° © ° §°¥§  ²®¦¥ § ª°¥¯«¿¥¬,  ¤°³£®© ª° © ­ ·¨­ ¥¬ ¯®¢®° ·¨¢ ²¼ ¨ ¯®¢®° ·¨¢ ¥¬ ¥£®¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª  ­¥ ±®¢¥°¸¨¬ ¯®«­»© ®¡®°®² ­  360�. �®-±«¥ ½²®£® ¶¨«¨­¤° ±ª«¥¨¢ ¥¬ ±­®¢ . � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ·­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ¶¨«¨­¤°  ¢ ¶¨«¨­¤°.



5. �®¬¥®¬®°´¨§¬» 45�¥¯°¥°»¢­®±²¼ ¬®£«  ¡» ­ °³¸¨²¼±¿ «¨¸¼ ¢ ²®·ª µ ° §-°¥§ . �® ¬», ±¤¥« ¢ ¯®¢®°®² ­  360�, ¢®§¬®¦­»© ° §°»¢³±²° ­¨«¨.
( ) (¡)�¨±³­®ª 5.6�«¿ ¶¨«¨­¤°  ¯®«³·¥­­»© £®¬¥®¬®°´¨§¬ ­¥ ®·¥­¼ ¨­-²¥°¥±¥­. �®  ­ «®£¨·­»¬ ®¡° §®¬ ¬®¦­® ¯®±²°®¨²¼ £®-¬¥®¬®°´¨§¬ ²®° , ° ±±¬®²°¥¢ · ±²¼ ²®°  ª ª ¶¨«¨­¤°.� °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬ ¢¥±¼¬  ¨­²¥°¥±­»© £®¬¥®¬®°´¨§¬²®°  (°¨±. 5.6 (¡)). � ¯®¬®¹¼¾ ² ª®£® °®¤  £®¬¥®¬®°-´¨§¬®¢ ²®°  ¬®¦­® ¯¥°¥¢¥±²¨ ­¥§ ³§«¥­­³¾ ®ª°³¦­®±²¼,° ±¯®«®¦¥­­³¾ ­  ²®°¥, ¢ ²°¨«¨±²­¨ª (°¨±. 5.7). �­ -· «  ²°¥¬¿ ±ª°³·¨¢ ¾¹¨¬¨ £®¬¥®¬®°´¨§¬ ¬¨ ¬» ¯¥°¥-¢®¤¨¬ ½²³ ®ª°³¦­®±²¼ ¢ ®ª°³¦­®±²¼, ¨§®¡° ¦¥­­³¾ ­ °¨±. 5.7 (¢). � ¸²°¨µ®¢ ­­ ¿ ­  ½²®¬ °¨±³­ª¥ · ±²¼ ²®-°  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¶¨«¨­¤°. �±«¨ ¤«¿ ½²®£® ¶¨«¨­¤° ±¤¥« ²¼ ±ª°³·¨¢ ¾¹¨© £®¬¥®¬®°´¨§¬, ²® ¨±µ®¤­ ¿ ®ª°³-¦­®±²¼ ¯¥°¥©¤¥² ¢ ª°¨¢³¾, ¨§®¡° ¦¥­­³¾ ­  °¨±. 5.7 (£).�®±«¥¤­¿¿ ª°¨¢ ¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ²°¨«¨±²­¨ª (±¬.°¨±. 5.7 (¤) ¨ (¥)). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±ª°³·¨¢ ¾¹¨¥ £®¬¥®-¬®°´¨§¬» ²®°  ­¥ ±¢®¤¿²±¿ ª ¨§®²®¯¨¿¬.. � ¤ ·  5.6. �®±²°®©²¥ £®¬¥®¬®°´¨§¬ ª°¥­¤¥«¿, ¯¥°¥¢®-¤¿¹¨© ­¥§ ¶¥¯«¥­­»¥ ®ª°³¦­®±²¨ (°¨±. 5.8 ( )) ¢ § ¶¥¯-«¥­­»¥ ®ª°³¦­®±²¨ (°¨±. 5.8 (¡)).�  °¨±. 5.9 ¯®ª § ­®, ª ª ®ª°³¦­®±²¼, ° §¤¥«¿¾¹³¾ª°¥­¤¥«¼ ¯®¯®« ¬, ¬®¦­® ¯¥°¥¢¥±²¨ ¢ ²°¨«¨±²­¨ª ± ¯®¬®-¹¼¾ ±ª°³·¨¢ ¾¹¨µ £®¬¥®¬®°´¨§¬®¢. �¥°¥µ®¤ ®² °¨±. (¡)ª °¨±. (¢) ±®¢¥°¸ ¥²±¿ ¯®±°¥¤±²¢®¬ ¨§®²®¯¨¨. �¥°¥µ®¤ ®²



46 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿
( ) (¡) (¢)
(£) (¤) (¥)�¨±³­®ª 5.7
( ) (¡)�¨±³­®ª 5.8

( ) (¡) (¢) (£) (¤)�¨±³­®ª 5.9
( ) (¡) (¢) (£) (¤)�¨±³­®ª 5.10



5. �®¬¥®¬®°´¨§¬» 47°¨±. (¢) ª °¨±. (£)  ­ «®£¨·¥­ ¯¥°¥µ®¤³ ®² °¨±. 5.7 (¡) ª°¨±. 5.7 (¢). �¥°¥¬¥¹ ¿ ­  °¨±. 5.9 (£) ²®·ª¨ 1 ¨ 2, 3 ¨ 4¯°®²¨¢ · ±®¢®© ±²°¥«ª¨, «¥£ª® ¯¥°¥©²¨ ª °¨±. 5.9 (¤). �±«¨®£° ­¨·¨²¼±¿ ®¤­®© ¯®«®¢¨­®© ª°¥­¤¥«¿, ²® ¢ °¥§³«¼² ²¥¯®«³·¨¬ £®¬¥®¬®°´¨§¬ ¬¥¦¤³ ²®°®¬ ± ¢»°¥§ ­­»¬ ¤¨±-ª®¬ ¨ ®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾, § ª«¥¨¢ ¾¹¥© ²°¨-«¨±²­¨ª.�°¨«¨±²­¨ª, ° ±¯®«®¦¥­­»© ­  ª°¥­¤¥«¥, ¬®¦­® ² ª-¦¥ ¯®«³·¨²¼ ¨§ ª°¨¢®©, ­¥ ° §¡¨¢ ¾¹¥© ª°¥­¤¥«¼ ­  · -±²¨ (°¨±. 5.10). �²¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ «¾¡®¬ £®¬¥®¬®°´¨§-¬¥ ª°¨¢ ¿, ­¥ ° §¡¨¢ ¾¹ ¿ ª°¥­¤¥«¼, ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ª°¨-¢³¾, ­¥ ° §¡¨¢ ¾¹³¾ ª°¥­¤¥«¼. �®½²®¬³ ²°¨«¨±²­¨ª,¨§®¡° ¦¥­­»¥ ­  °¨±. 5.10 (¤), ­¥ ° §¡¨¢ ¥² ª°¥­¤¥«¼. �®-¿±­¨¬ ¯°®¶¥±± ¯®«³·¥­¨¿ ²°¨«¨±²­¨ª . �­ · «  ¤¥« ¥¬¤¢  ±ª°³·¨¢ ¾¹¨µ £®¬¥®¬®°´¨§¬  (°¨±. (¡)). �¥°¥µ®¤ ®²°¨±. (¡) ª °¨±. (¢) ¤¥« ¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ¨§®²®¯¨¨. �²®¡»¯¥°¥©²¨ ®² °¨±. (¢) ª °¨±. (£), ­³¦­® ¢§¿²¼ ª°¥­¤¥«¼ ¤¢³-¬¿ °³ª ¬¨ ¢ ²®·ª µ A ¨ B ¨ ° §¢¥°­³²¼ ¥£® ¢¥°µ­¾¾ ¨­¨¦­¾¾ · ±²¨ ­  180�. �«¿ ¯¥°¥µ®¤  ®² °¨±. (£) ª °¨±. (¤)¤¥« ¥¬ ±ª°³·¨¢ ¾¹¨© £®¬¥®¬®°´¨§¬.
�¨±³­®ª 5.11 �¨±³­®ª 5.12�¡±³¤¨¬ ²¥¯¥°¼ ¤°³£®© ²¨¯ ±ª°³·¨¢ ¾¹¨µ £®¬¥®¬®°-´¨§¬®¢. �  °¨±. 5.11 ¨§®¡° ¦¥­» ¤¨ £° ¬¬» ¤¢³µ ³§-«®¢, ° §«¨· ¾¹¨µ±¿ «¨¸¼ ®¤­¨¬ ¯¥°¥ª°¥±²ª®¬. �¤¨­ ¨§½²¨µ ³§«®¢ | ²°¨«¨±²­¨ª,   ¤°³£®© ³§¥« ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±®¡®© ­¥§ ³§«¥­­³¾ ®ª°³¦­®±²¼. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢±¥¯°®±²° ­±²¢® § ¯®«­¥­® ½« ±²¨·­»¬ ¬ ²¥°¨ «®¬. �¤ «¨¬¨§ ½²®£® ¯°®±²° ­±²¢  ­¥ª®²®°»© ³§¥« �. � °¥§³«¼² ²¥



48 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿¯®«³·¨¬ ´¨£³°³, ª®²®°³¾ ®¡®§­ ·¨¬ R3 n K. �±«¨ K1 ¨K2 | ³§«», ¨§®¡° ¦¥­­»¥ ­  °¨±. 5.11, ²® ´¨£³°» R3 nK1¨ R3 nK2 ­¥ £®¬¥®¬®°´­». �®ª §»¢ ²¼ ½²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥¬» ­¥ ¡³¤¥¬. � ± ¡³¤¥² ¨­²¥°¥±®¢ ²¼ ¤°³£®¥. �ª §»¢ ¥²-±¿, ¥±«¨ ¯®¬¨¬® �1 ¨ �2 ¢»°¥§ ²¼ ¥¹¥ ¯® ­¥§ ³§«¥­­®©®ª°³¦­®±²¨, ²® ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ £®¬¥®¬®°´­»¥ ´¨£³°».� ¨¬¥­­®, ´¨£³°» R3 nL1 ¨ R3 nL2 (°¨±. 5.12) £®¬¥®¬®°´-­».�°¥¦¤¥ ·¥¬ ±²°®¨²¼ £®¬¥®¬®°´¨§¬ ¬¥¦¤³ R3 n L1 ¨R3 n L2, § ¬¥²¨¬, ·²® ¢¬¥±²® ª°¨¢®© ¬®¦­® ¢»°¥§ ²¼ ¥¥­¥ª®²®°³¾ ®ª°¥±²­®±²¼, ².¥. ¢¬¥±²® ®ª°³¦­®±²¨ ¬®¦­®¢»°¥§ ²¼ ²®°. �²® ±¢¿§ ­® ± ²¥¬, ·²® ª°³£, ¨§ ª®²®°®£®¢»ª®«®²  ²®·ª , £®¬¥®¬®°´¥­ ª®«¼¶³, ¨§ ª®²®°®£® ³¤ «¥-­  ¢­³²°¥­­¿¿ £° ­¨·­ ¿ ®ª°³¦­®±²¼.
( ) (¡)�¨±³­®ª 5.13

( ) (¡) (¢)�¨±³­®ª 5.14�°¨ ¯®±²°®¥­¨¨ £®¬¥®¬®°´¨§¬  ­ ± ¡³¤¥² ¨­²¥°¥±®-¢ ²¼ «¨¸¼ ®¡« ±²¼, ¨§®¡° ¦¥­­ ¿ ­  °¨±. 5.13 ( ). �®·-­¥¥ £®¢®°¿, £®¬¥®¬®°´¨§¬ ¡³¤¥² § ²° £¨¢ ²¼ «¨¸¼ ¶¨-



5. �®¬¥®¬®°´¨§¬» 49«¨­¤°, § ª«¾·¥­­»© À¢­³²°¨Á ²®° ; ­  ±¥·¥­¨¨ ²®° (°¨±. 5.13 (¡)) ®¡« ±²¼, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ½²®¬³ ¶¨«¨­¤°³,§ ¸²°¨µ®¢ ­ . � °¨±³¥¬ ½²®² ¶¨«¨­¤° ®²¤¥«¼­®, ³¢¥«¨-·¨¢ ¤«¿ ­ £«¿¤­®±²¨ ¥£® ¢»±®²³ (°¨±. 5.14 ( )).� ®±² «¼­®© · ±²¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ´¨£³°» R3 n L1¯°¨¬»ª ¾² «¨¸¼ ®±­®¢ ­¨¿ ¶¨«¨­¤° ; ¥£® ¡®ª®¢ ¿ ¯®-¢¥°µ­®±²¼ ±¢®¡®¤­ , ².¥. ®­  ­¥ ¯°¨¬»ª ¥² ª ®±² «¼­®©· ±²¨ ´¨£³°». � §°¥¦¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬³¾ ´¨£³°³ ¯®­¨¦­¥¬³ ®±­®¢ ­¨¾ ¶¨«¨­¤° . �¥±²ª® § ª°¥¯¨¬ ¢¥°µ­¥¥®±­®¢ ­¨¥ ¶¨«¨­¤° ,   § ²¥¬ ¯®¢¥°­¥¬ ¥£® ­¨¦­¥¥ ®±­®-¢ ­¨¥ ­  360� (°¨±. 5.14 (¡)) ¨ ±ª«¥¨¬ ´¨£³°³ ±­®¢ . �®±«¥½²®£® ± ¯®¬®¹¼¾ ¨§®²®¯¨¨ ¬®¦­® ¯¥°¥©²¨ ®² °¨±. 5.14 (¡)ª °¨±. 5.14 (¢). � °¥§³«¼² ²¥ ¬» ¨§¬¥­¨«¨ ²¨¯ ¯¥°¥ª°¥±²-ª , ².¥. ¯¥°¥¸«¨ ®² ´¨£³°» R3 n L1 ª ´¨£³°¥ R3 n L2.�±² ¥²±¿ ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¯®«³·¥­­®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ |£®¬¥®¬®°´¨§¬. �®ª®¢ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¶¨«¨­¤°  ­¥ £° ­¨-·¨² ± ®±² «¼­®© · ±²¼¾ ´¨£³°», ¯®½²®¬³ ²®·ª ¬¨ ° §-°»¢  ¬®£³² ¡»²¼ «¨¸¼ ²®·ª¨ ­¨¦­¥£® ®±­®¢ ­¨¿. �® ¬»³±²° ­¨«¨ ° §°»¢, ¯®¢¥°­³¢ ­¨¦­¥¥ ®±­®¢ ­¨¥ ­  360�.�­ ·¨², ¬» ¤¥©±²¢¨²¥«¼­® ¯®±²°®¨«¨ £®¬¥®¬®°´¨§¬, ¯¥-°¥¢®¤¿¹¨© R3 n L1 ¢ R3 n L2.�¥°­¥¬±¿ ª ³§« ¬ Ki ¨ § ¶¥¯«¥­¨¿¬ Li, ¨§®¡° ¦¥­-­»¬ ­  °¨±. 5.11 ¨ 5.12 ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �³±²¼ T1 ¨ T2 |®ª°³¦­®±²¨, ®µ¢ ²»¢ ¾¹¨¥ ¯¥°¥ª°¥±²ª¨ ³§«®¢ K1 ¨ K2.�­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, § ¶¥¯«¥­¨¥ Li ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ®¡º-¥¤¨­¥­¨¥ Ki ¨ Ti. � ª²¨·¥±ª¨ ¬» ¯®±²°®¨«¨ ­¥ ²®«¼ª®£®¬¥®¬®°´¨§¬ f : R3 n L1 ! R3 n L2, ­® ¨ £®¬¥®¬®°´¨§¬g : R3 n T1 ! R3 n T2, ¯°¨ ª®²®°®¬ K1 ®²®¡° ¦ ¥²±¿ ¢ K2.� ª¨¬ ®¡° §®¬, £®¬¥®¬®°´¨§¬ f ¤®¯³±ª ¥² ¯°®¤®«¦¥­¨¥­  K1. �®§­¨ª ¥² ¦¥« ­¨¥ ¯®¯»² ²¼±¿ ¯°®¤®«¦¨²¼ f ¨­  ®ª°³¦­®±²¼ T1, ².¥. ¯®±²°®¨²¼ £®¬¥®¬®°´¨§¬ h : R3 !R3 , ¯¥°¥¢®¤¿¹¨© L1 ¢ L2 (±¨¬¢®«®¬ R3 ¬» ®¡®§­ ·¨«¨¯°®±²° ­±²¢®, ¨§ ª®²®°®£® ­¨·¥£® ­¥ ¢»°¥§ ­®). �°®±«¥-¤¨¬, ª ª ¢¥¤¥² ±¥¡¿ ¯°¨ £®¬¥®¬®°´¨§¬¥ f ®ª°³¦­®±²¼ S,­ ¤¥² ¿ ­  T1 (°¨±. 5.15 ( ). �¥ ®¡° § ¯°¨ £®¬¥®¬®°´¨§-¬¥ f ¨§®¡° ¦¥­ ­  °¨±. 5.15 (¡). �²®² °¨±³­®ª ¯®ª §»-



50 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿¢ ¥², ·²® ¯°®¤®«¦¨²¼ f­  T1 ­¥ ³¤ ±²±¿. �²¬¥-²¨¬, ·²® ¥±«¨ ¡» ±³¹¥-±²¢®¢ « £®¬¥®¬®°´¨§¬h : R3 ! R3 , ¯¥°¥¢®¤¿-¹¨© L1 ¢ L2, ²®, ¢ · ±²-­®±²¨, ±³¹¥±²¢®¢ « ¡»£®¬¥®¬®°´¨§¬ s : R3 nK1 ! R3 nK2. � ± ¬®¬¤¥«¥, ¢ ª ·¥±²¢¥ s ¬®¦-­® ¡»«® ¡» ¢§¿²¼ ®£° -­¨·¥­¨¥ h ­  ¬­®¦¥±²¢®R3 nK1. ( ) (¡)�¨±³­®ª 5.15
. � ¤ ·  5.7.  ) �®ª -¦¨²¥, ·²® ´¨£³°», ¯®-«³·¥­­»¥ ¨§ ¯°®±²° ­-±²¢  R3 ³¤ «¥­¨¥¬ § -¶¥¯«¥­¨©, ¨§®¡° ¦¥­-­»µ ­  °¨±. 5.16, £®¬¥®-¬®°´­». �¨±³­®ª 5.16¡) �®ª ¦¨²¥  ­ «®£¨·­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¤«¿ § ¶¥¯«¥-­¨©, ¨§®¡° ¦¥­­»µ ­  °¨±. 5.17.

�¨±³­®ª 5.17. � ¤ ·  5.8. �®ª ¦¨²¥, ·²® «¾¡®© ³§¥« ¬®¦­® ° §¢¿§ ²¼,¨§¬¥­¿¿ ²¨¯» ¥£® ¯¥°¥ª°¥±²ª®¢.



5. �®¬¥®¬®°´¨§¬» 51�¥¸¥­¨¿I 5.1. �¾¡ ¿ ²®·ª  ° §¡¨¢ ¥² ¨­²¥°¢ « ­  ¤¢¥ · ±²¨,  ®ª°³¦­®±²¼ ­¨ª ª ¿ ²®·ª  ­¥ ° §¡¨¢ ¥² ­  · ±²¨.I 5.2. �®·ª , ¨§ ª®²®°®© ¢»µ®¤¿² «³·¨, ° §¡¨¢ ¥² ®¡° §®-¢ ­­³¾ ¨¬¨ ´¨£³°³ ­  ²°¨ · ±²¨.I 5.3. �§ ¯®«³¨­²¥°¢ «  ¬®¦­® ±ª«¥¨²¼ ®ª°³¦­®±²¼(°¨±. 5.18).
�¨±³­®ª 5.18I 5.4. �¥¸¥­¨¥ ¨§®¡° ¦¥­® ­  °¨±. 5.19. �³­ª²¨°­ ¿ · ±²¼£° ­¨¶ ´¨£³° ¨±ª«¾·¥­ . �¥¯°¥°»¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ª®«¼-¶  (± ®¤­®© ²®·ª®© ­  ¢­³²°¥­­¥¬ ª° ¥) ¢ ª°³£, ¨§®¡° -¦¥­­®¥ ¢ ­¨¦­¥© · ±²¨ °¨±³­ª , ±²°®¨²±¿ ²®·­® ² ª ¦¥,ª ª ¬» ±²°®¨«¨ ¢ ¯°¨¬¥°¥ 2 £®¬¥®¬®°´¨§¬ ª®«¼¶  ¢ ª°³£± ¢»ª®«®²®© ²®·ª®©.

�¨±³­®ª 5.19



52 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿I 5.5. � ±±¬ ²°¨¢ ¥¬³¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼,±ª«¥¨¢ ±²°¥«ª¨ ­  £° ­¨¶¥ ¤¢³µ ´¨£³°, ¨§®¡° ¦¥­­»µ ­ °¨±. 5.20 ( ). �¤¥« ¥¬ ¨§®²®¯¨¾ ®¤­®© ¨§ ­¨µ,   ¤°³£³¾®²° §¨¬ ¢ ¯«®±ª®±²¨ ®²­®±¨²¥«¼­® ¯°¿¬®© (°¨±. 5.20 (¡)).� °» ±²°¥«®ª a ¨ c ²¥¯¥°¼ ¬®¦­® ±ª«¥¨²¼,   ®¤­³ ¨§ ±²°¥-«®ª b ¬®¦­® ¯®¤¢¥±²¨ ¯®¡«¨¦¥ ª ¤°³£®© ±²°¥«ª¥ ± ¯®¬®-¹¼¾ ¨§®²®¯¨¨ (°¨±. 5.20 (¢)). �ª«¥¨¢ ±²°¥«ª¨ b, ¯®«³·¨¬´¨£³°³, ª®²®°³¾ ¬®¦­® ¯°®¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼ ¢ ²®° ± ¢»°¥-§ ­­»¬ ¤¨±ª®¬. (� ¯®¬­¨¬, ·²® ½²  ¤¥´®°¬ ¶¨¿ ¨§®¡° -¦¥­  ­  °¨±. 1.8).
( ) (¡) (¢)�¨±³­®ª 5.20I 5.6. �°¥¡³¥¬»© £®¬¥®¬®°´¨§¬ ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ±ª°³·¨¢ -¾¹¥£® £®¬¥®¬®°´¨§¬  (°¨±. 5.21) ± ¯®¬®¹¼¾ ¨§®²®¯¨¨.

( ) (¡)�¨±³­®ª 5.21 �¨±³­®ª 5.22I 5.7. �³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ®¤­³ ¨§ ³¤ «¥­­»µ ª°¨¢»µ ¤«¿²®£®, ·²®¡» ¤¥« ²¼ ±ª°³·¨¢ ¾¹¨¥ £®¬¥®¬®°´¨§¬».



5. �®¬¥®¬®°´¨§¬» 53 ) � ¯®¬®¹¼¾ ±ª°³·¨¢ ¾¹¥£® £®¬¥®¬®°´¨§¬  ¯¥°¥µ®-¤¨¬ ª °¨±. 5.22 ( ); ±ª°³·¨¢ ­¨¥ ¯°¨ ½²®¬ ¤¥« ¥²±¿ ®²­®-±¨²¥«¼­® ®ª°³¦­®±²¨, ¨§®¡° ¦¥­­®© ¯³­ª²¨°®¬.¡) �ª°³·¨¢ ¾¹¨© £®¬¥®¬®°´¨§¬ ­³¦­® ¯°¨¬¥­¨²¼¤¢ ¦¤». �­ · «  ¯®«³·¨¬ § ¶¥¯«¥­¨¥, ¨§®¡° ¦¥­­®¥ ­ °¨±. 5.23 ( ). �­® ¨§®²®¯­® § ¶¥¯«¥­¨¾, ¨§®¡° ¦¥­­®¬³­  °¨±. 5.23 (¡). �¤¥« ¢ ¥¹¥ ®¤¨­ ±ª°³·¨¢ ¾¹¨© £®¬¥®-¬®°´¨§¬ ®²­®±¨²¥«¼­® ²®© ¦¥ ± ¬®© ®ª°³¦­®±²¨, ¯®«³-·¨¬ ¤¢¥ ­¥§ ¶¥¯«¥­­»¥ ®ª°³¦­®±²¨ (°¨±. 5.23 (¢)).
( ) (¡) (¢)�¨±³­®ª 5.23I 5.8. � ±±¬®²°¨¬ ¤¨ £° ¬¬³ ¤ ­-­®£® ³§«  K1. �³±²¼ l | ¯°¿¬ ¿,«¥¦ ¹ ¿ ¢ ¯«®±ª®±²¨ ¤¨ £° ¬¬» ¨­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹ ¿ ¤¨ £° ¬¬³. �³-¤¥¬ ¤¢¨£ ²¼ ¯°¿¬³¾ l ¯® ­ ¯° ¢«¥-­¨¾ ª ¤¨ £° ¬¬¥ ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª ®­  ­¥ ª®±­¥²±¿ ¤¨ £° ¬¬» ¢ ­¥-ª®²®°®© ²®·ª¥ P (°¨±. 5.24). �®§¼-¬¥¬ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ®²°¥§®ª AB,¯°®¥¶¨°³¾¹¨©±¿ ¢ ²®·ª³ P . �®¦-­® ±·¨² ²¼, ·²® ²®·ª  A «¥¦¨² ¢»¸¥ ²®·ª¨ B. � ±±¬®-²°¨¬ ²° ¥ª²®°¨¾ ²®·ª¨, ° ¢­®¬¥°­® ®¯³±ª ¾¹¥©±¿ ¨§ ²®-·ª¨ A ¢ ²®·ª³ B, ­® ­¥ ¢¥°²¨ª «¼­®,   ² ª, ·²®¡» ¤¢¨-£ ²¼±¿ ­ ¤ ²®·ª ¬¨ ¤¨ £° ¬¬», ®²«¨·­»¬¨ ®² ²®·ª¨ P .�²  ²° ¥ª²®°¨¿ ¢¬¥±²¥ ± ®²°¥§ª®¬ AB ±®±² ¢«¿¥² ­¥ª®-²®°»© ³§¥« K2, ¯°¨·¥¬ ¥£® ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ¨§ ¨±µ®¤­®£®³§«  K1 § ¬¥­®© ²¨¯®¢ ¯¥°¥ª°¥±²ª®¢. �¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼,·²® ª°¨¢ ¿ K2 ­¥§ ³§«¥­ . � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¥¥ ¯°®¥ª¶¨¿ ­ ¯«®±ª®±²¼, ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­³¾ ¯°¿¬®© l, ­¥ ¨¬¥¥² ²®·¥ª± ¬®¯¥°¥±¥·¥­¨¿.

�¨±³­®ª 5.24



6�¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¯«®±ª®±²¨�³±²¼ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ¯«®±ª®±²¨ (¨«¨ · ±²¨ ¯«®±ª®±²¨)§ ¤ ­ ¢¥ª²®°, ¯°¨·¥¬ ª®®°¤¨­ ²» ¢¥ª²®°  ­¥¯°¥°»¢­®§ ¢¨±¿² ®² ²®·ª¨ (°¨±. 6.1). �®£¤  £®¢®°¿², ·²® ­  ¯«®±ª®-±²¨ § ¤ ­® ­¥¯°¥°»¢­®¥ ¢¥ª-²®°­®¥ ¯®«¥. �®·ª³, ¢ ª®²®-°®© § ¤ ­ ­³«¥¢®© ¢¥ª²®°, ­ -§»¢ ¾² ®±®¡®© ²®·ª®© ¢¥ª-²®°­®£® ¯®«¿. �» ¡³¤¥¬ ° ±-±¬ ²°¨¢ ²¼ «¨¸¼ ¢¥ª²®°­»¥¯®«¿ ± ª®­¥·­»¬ ·¨±«®¬ ®±®-¡»µ ²®·¥ª. �¨±³­®ª 6.1�®¢¥°¸¨¬ ®¡µ®¤ ¢®ª°³£ ®±®¡®© ²®·ª¨ ¯® ­¥ª®²®°®-¬³ ­¥± ¬®¯¥°¥±¥ª ¾¹¥¬³±¿ ¯³²¨, ­¥ ±®¤¥°¦ ¹¥¬³ ¢­³-²°¨ ±¥¡¿ ¤°³£¨µ ®±®¡»µ ²®·¥ª. �«¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨, ·¥°¥§ª®²®°³¾ ¬» ¯°®µ®¤¨¬, ° ±±¬®²°¨¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¥©¢¥ª²®° ¨ ¯¥°¥­¥±¥¬ ¥£® ¢ ­¥ª®²®°³¾ ´¨ª±¨°®¢ ­­³¾ ²®·-ª³. � ¯°®¶¥±±¥ ®¡µ®¤  ®­ ¡³¤¥² ¢° ¹ ²¼±¿ ¢®ª°³£ ´¨ª-±¨°®¢ ­­®© ²®·ª¨, ¢®§¬®¦­®, ¬¥­¿¿ ¯°¨ ½²®¬ ¤«¨­³. �®-±¬®²°¨¬, ±ª®«¼ª® ®¡®°®²®¢ ±®¢¥°¸ ¥² ½²®² ¢¥ª²®° ¯°¨¯®«­®¬ ®¡µ®¤¥ ¢®ª°³£ ®±®¡®© ²®·ª¨. � ¦¤®¬³ ®¡®°®²³¢¥ª²®°  ¯°¨¯¨¸¥¬ §­ ª ¯«¾±, ¥±«¨ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿¢¥ª²®°  ±®¢¯ ¤ ¥² ± ­ ¯° ¢«¥­¨¥¬ ®¡µ®¤ , ¨ §­ ª ¬¨­³±,¥±«¨ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ¢¥ª²®°  ¯°®²¨¢®¯®«®¦­® ­ -¯° ¢«¥­¨¾ ®¡µ®¤ . �¡¹¥¥ ª®«¨·¥±²¢® ®¡®°®²®¢ ¢¥ª²®°  ±



6. �¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¯«®±ª®±²¨ 55³·¥²®¬ §­ ª  (².¥. ° §­®±²¼ ¬¥¦¤³ ª®«¨·¥±²¢®¬ ¯®«®¦¨-²¥«¼­»µ ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ®¡®°®²®¢) ­ §»¢ ¾² ¨­¤¥ª±®¬®±®¡®© ²®·ª¨.�­¤¥ª± ­¥ § ¢¨±¨² ®² ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ®¡µ®¤ . �® ¯®ª ­¥¯®­¿²­®, § ¢¨±¨² «¨ ®­ ®² ¯³²¨ ®¡µ®¤ . �³²¼ ¯®§¦¥ ¬»¤®ª ¦¥¬, ·²® ®² ¯³²¨ ®¡µ®¤  ¨­¤¥ª± ­¥ § ¢¨±¨². � ¯®ª ° §¡¥°¥¬ ­¥±ª®«¼ª® ¯°¨¬¥°®¢.
( ) (¡) (¢)�¨±³­®ª 6.2� ±±¬®²°¨¬ ­  ¯«®±ª®±²¨ ¢¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ a, b ¨ c, £¤¥a(x; y) = (x; y), b(x; y) = (y;�x), c(x; y) = (y; x) (°¨±. 6.2).� ¦¤®¥ ¨§ ½²¨µ ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥© ¨¬¥¥² «¨¸¼ ®¤­³ ®±®-¡³¾ ²®·ª³,   ¨¬¥­­®, ­ · «® ª®®°¤¨­ ². �³±²¼ ' | ³£®«¯®¢®°®²  ®² ®±¨ Ox ¤® ¢¥ª²®°  (x; y); �, � ¨ 
 | ³£«»¯®¢®°®²®¢ ®² ®±¨ Ox ¤® ¢¥ª²®°®¢ a, b ¨ c ±®®²¢¥²±²¢¥­­®.�£«» �, � ¨ 
 § ¢¨±¿² «¨¸¼ ®² '. �°¨ ½²®¬ �(') = ',�(') = ' � 90�, 
(') = 90� � '. �°¨ ®¡µ®¤¥ ¢®ª°³£ ­ · -«  ª®®°¤¨­ ² ¯® ®ª°³¦­®±²¨ x2 + y2 = 1 ³£«» �, � ¨ 
¨§¬¥­¿¾²±¿ ­  360�. � ¯° ¢«¥­¨¥ ¨§¬¥­¥­¨¿ ³£«®¢ � ¨ �±®¢¯ ¤ ¾² ± ­ ¯° ¢«¥­¨¥¬ ¨§¬¥­¥­¨¿ ³£«  ',   ­ ¯° ¢«¥-­¨¥ ¨§¬¥­¥­¨¿ ³£«  
 ¯°®²¨¢®¯®«®¦­® ¥¬³. �«¥¤®¢ ²¥«¼-­®, ¤«¿ ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥© a ¨ b ¨­¤¥ª± ­ · «  ª®®°¤¨­ ²° ¢¥­ 1,   ¤«¿ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ c ¨­¤¥ª± ­ · «  ª®®°¤¨­ ²° ¢¥­ �1.�¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ³¤®¡­® ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ±¥¡¥ ª ª ¯®«¥±ª®°®±²¥©, ®¯¨±»¢ ¾¹¥¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ¢±¥µ ²®·¥ª ¯«®±ª®±²¨.�­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ª ¦¤ ¿ ²®·ª  ¯«®±ª®±²¨ ¤¢¨¦¥²±¿ ¯® ­¥-ª®²®°®© ²° ¥ª²®°¨¨,   ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ±®±²®¨² ¨§ ¢¥ª²®-



56 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿°®¢ ±ª®°®±²¥© ¤¢¨¦¥­¨¿ ½²¨µ ²®·¥ª. �°¨ ½²®¬ ±ª®°®±²¼¤¢¨¦¥­¨¿ ²®·ª¨ ¯®«­®±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¥¥ ¬¥±²®¯®«®¦¥-­¨¥¬, ².¥. ¯®«¥ ±ª®°®±²¥© ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢°¥¬¥­¨.. � ¤ ·  6.1. �®ª ¦¨²¥, ·²® ¢ ±«³· ¥ ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥© a,b ¨ c ²° ¥ª²®°¨¿¬¨ ¤¢¨¦¥­¨¿ ²®·¥ª, ®²«¨·­»µ ®² ­ · -«  ª®®°¤¨­ ², ¡³¤³² ±®®²¢¥²±²¢¥­­® «³·¨, ®ª°³¦­®±²¨ ¨¢¥²¢¨ £¨¯¥°¡®«.. � ¤ ·  6.2. � ©¤¨²¥ ¨­¤¥ª±» ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥©, ²° ¥ª-²®°¨¨ ª®²®°»µ ¨§®¡° ¦¥­» ­  °¨±. 6.3.
( ) (¡) (¢)�¨±³­®ª 6.3. � ¤ ·  6.3. �³¹¥±²¢³¥² «¨ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ± ²° ¥ª²®°¨-¿¬¨, ¨§®¡° ¦¥­­»¬¨ ­  °¨±. 6.4?

�¨±³­®ª 6.4 �¨±³­®ª 6.5� ¯®¬­¨¬, ·²® ª®¬¯«¥ª±­®© ¯«®±ª®±²¼¾ ­ §»¢ ¾²¬­®¦¥±²¢® ²®·¥ª ¯«®±ª®±²¨, ®²®¦¤¥±²¢«¥­­®¥ ± ¬­®¦¥-



6. �¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¯«®±ª®±²¨ 57±²¢®¬ ª®¬¯«¥ª±­»µ ·¨±¥«. �®·ª  ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ (x; y)®²®¦¤¥±²¢«¿¥²±¿ ¯°¨ ½²®¬ ± ·¨±«®¬ x+ iy.. � ¤ ·  6.4. � ±±¬®²°¨¬ ­  ª®¬¯«¥ª±­®© ¯«®±ª®±²¨ ¢¥ª-²®°­®¥ ¯®«¥ v(z) = znjzjn�1 ¯°¨ z 6= 0, v(0) = 0. � ©¤¨²¥¨­¤¥ª±» ®±®¡»µ ²®·¥ª ² ª¨µ ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥© ¤«¿ ¢±¥µ¶¥«»µ n ¨ ­ °¨±³©²¥ ¨µ ²° ¥ª²®°¨¨.. � ¤ ·  6.5. � §®¢¥¬ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ v ·¥²­»¬, ¥±«¨v(x) = v(�x), ¨ ­¥·¥²­»¬, ¥±«¨ v(x) = �v(�x). �®ª -¦¨²¥, ·²® ¨­¤¥ª± ²®·ª¨ O ¤«¿ ·¥²­®£® ¯®«¿ ·¥²¥­,   ¤«¿­¥·¥²­®£® ¯®«¿ ­¥·¥²¥­.. � ¤ ·  6.6. � ª ¦¤®© ²®·ª¥ X ­¥ª®²®°®© ®ª°³¦­®±²¨§ ¤ ­ ¢¥ª²®° v(X), ­¥¯°¥°»¢­® § ¢¨±¿¹¨© ®² X. �°¿¬ ¿,±®¤¥°¦ ¹ ¿ ½²®² ¢¥ª²®°, ¯¥°¥±¥ª ¥² ®ª°³¦­®±²¼ ¢ ²®·-ª µ X ¨ Y (°¨±. 6.5). �°¨ ¯®«­®¬ ®¡µ®¤¥ ®ª°³¦­®±²¨ ¢¥ª-²®° v ¤¥« ¥² n ®¡®°®²®¢. �ª®«¼ª® ®¡®°®²®¢ ¤¥« ¥² ¯°¨½²®¬ ¢¥ª²®° w = ��!OY , £¤¥ O | ¶¥­²° ®ª°³¦­®±²¨?�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¨­¤¥ª± ®±®¡®© ²®·ª¨ ­¥ § ¢¨±¨²®² ¯³²¨ ®¡µ®¤ . �­¤¥ª± | ¶¥«®¥ ·¨±«®, ¯®½²®¬³ ®­ ¬®¦¥²¨§¬¥­¿²¼±¿ «¨¸¼ ±ª ·ª®¬, ­¥ ¬¥­¥¥ ·¥¬ ­  1; ¨§¬¥­¿²¼±¿­¥¯°¥°»¢­® ¨­¤¥ª± ­¥ ¬®¦¥². �°¨ ­¥¯°¥°»¢­®¬ ¨§¬¥­¥-­¨¨ ¯³²¨ ®¡µ®¤  ±ª ·®ª ¨­¤¥ª±  ¬®¦¥² ¯°®¨§®©²¨ «¨¸¼¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¯³²¼ ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ®±®¡³¾ ²®·ª³.�® ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ «¨¸¼ ¯³²¨, ª®²®°»¥ ±®¤¥°¦ ² ¢­³-²°¨ °®¢­® ®¤­³ ®±®¡³¾ ²®·ª³ ¨ ­¥ ¯°®µ®¤¿² ·¥°¥§ ®±®¡»¥²®·ª¨. �¾¡»¥ ¤¢  ² ª¨µ ¯³²¨, ±®¤¥°¦ ¹¨µ ®¤­³ ¨ ²³ ¦¥®±®¡³¾ ²®·ª³, ¬®¦­® ¯°®¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼ ¤°³£ ¢ ¤°³£ , ­¥§ ¤¥¢ ¿ ¯°¨ ½²®¬ ®±®¡»µ ²®·¥ª.. � ¤ ·  6.7. � ¬ª­³² ¿ ± ¬®¯¥°¥±¥ª ¾¹ ¿±¿ ª°¨¢ ¿ ° §-¡¨¢ ¥² ¯«®±ª®±²¼ ­  ­¥±ª®«¼ª® ®¡« ±²¥© (°¨±. 6.6). � ª -¦¤®© ®¡« ±²¨ ¬®¦­® ¢»¡° ²¼ ­¥ª®²®°³¾ ²®·ª³ O ¨ ±®¯®-



58 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿±² ¢¨²¼ ®¡« ±²¨ ·¨±«®®¡®°®²®¢ ¢¥ª²®°  ��!OX ¯°¨®¡µ®¤¥ ª°¨¢®©. �®ª ¦¨²¥,·²® ¥±«¨ ¤¢¥ ®¡« ±²¨ ¨¬¥-¾² ®¡¹³¾ £° ­¨¶³, ²® ±®-®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬ ·¨±« ®²«¨· ¾²±¿ ­  1. �¨±³­®ª 6.6�³±²¼ § ¬ª­³² ¿ ­¥± ¬®¯¥°¥±¥ª ¾¹ ¿±¿ ª°¨¢ ¿ 
 ­¥¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ®±®¡»¥ ²®·ª¨ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ v. �®£¤ ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨­¤¥ª± ½²®© ª°¨¢®© ª ª ·¨±«® ®¡®°®-²®¢ ¢¥ª²®°  v(X) ¯°¨ ®¡µ®¤¥ ª°¨¢®© 
. �¡®°®²» ¢¥ª²®° ±·¨² ¾²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼­»¬¨, ¥±«¨ ¨µ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ±®¢¯ -¤ ¥² ± ­ ¯° ¢«¥­¨¥¬ ®¡µ®¤  ª°¨¢®©.�¥®°¥¬  6.1. �­¤¥ª± ª°¨¢®© 
 ° ¢¥­ ±³¬¬¥ ¨­¤¥ª±®¢®±®¡»µ ²®·¥ª, § ª«¾·¥­­»µ ¢­³²°¨ ¥¥.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �»¡¥°¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®±¨ Ox ¯°¿¬³¾,­¥ ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­³¾ ­¨ ®¤­®© ¨§ ¯°¿¬»µ, ±®¥¤¨­¿¾¹¨µ¯ °» ¤ ­­»µ ²®·¥ª, ¨ ±®¥¤¨­¨¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¥ ®±®¡»¥²®·ª¨ ¢ ¯®°¿¤ª¥ ¢®§° ±² ­¨¿ ª®®°¤¨­ ²» x (°¨±. 6.7).
�¨±³­®ª 6.7�°¨¢ ¿ 
 ¨§®²®¯­  ª°¨¢®© 
1, ¡«¨§ª®© ª ¯®«³·¥­­®©«®¬ ­®© (­  °¨±. 6.7 § ¸²°¨µ®¢ ­  ®¡« ±²¼, ±®¤¥°¦ ¹ ¿-±¿ ¢­³²°¨ 
1). � ¯°®¶¥±±¥ ¨§®²®¯¨¨ ®² 
 ª 
1 ª°¨¢»¥ ­¥¯°®µ®¤¿² ·¥°¥§ ®±®¡»¥ ²®·ª¨, ¯®½²®¬³ ¨­¤¥ª±» ª°¨¢»µ 




6. �¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¯«®±ª®±²¨ 59¨ 
1 ° ¢­». �°¨¢ ¿ 
1 ±®±²®¨² ¨§ ¤³£ ®ª°³¦­®±²¥© ± ¶¥­-²° ¬¨ ¢ ®±®¡»µ ²®·ª µ ¨ ®²°¥§ª®¢, ¡«¨§ª¨µ ª ®²°¥§ª ¬,±®¥¤¨­¿¾¹¨¬ ®±®¡»¥ ²®·ª¨. �±«¨ ¯°®©²¨ ¯® ®²°¥§ª³ AB±­ · «  ®² A ª B,   § ²¥¬ ®² B ª A, ²® ¢ ®¡®¨µ ±«³-· ¿µ  ¡±®«¾²­»¥ ¢¥«¨·¨­» ³£«®¢ ¯®¢®°®²  ¢¥ª²®°  v(X)¡³¤³² ° ¢­», ­® ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ³£«®¢ ¯®¢®°®²  ¡³¤³² ¯°®-²¨¢®¯®«®¦­». �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, · ±²¨ ª°¨¢®© 
1, ¡«¨§ª¨¥ ª®²°¥§ª ¬, ¤ ¾² ­³«¥¢®© ¢ª« ¤ ¢ ¨­¤¥ª±, ² ª ª ª ®­¨ ¯°®-µ®¤¿²±¿ ¢ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»µ ­ ¯° ¢«¥­¨¿µ. � ¨²®£¥ ¢ª« ¤¢ ¨­¤¥ª± ª°¨¢®© 
1 ¤ ¾² «¨¸¼ ®±®¡»¥ ²®·ª¨.�® ¢±¥µ ½²¨µ ° ±±³¦¤¥­¨¿µ ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ª°¨-¢ ¿ 
1 ¤®±² ²®·­® ¡«¨§ª  ª ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© «®¬ ­®©.�«¥¤±²¢¨¥. �±«¨ ¨­¤¥ª± § ¬ª­³²®© ­¥± ¬®¯¥°¥±¥ª ¾-¹¥©±¿ ª°¨¢®© ®²«¨·¥­ ®² ­³«¿, ²® ¢­³²°¨ ¥¥ ¥±²¼ ¯®ª° ©­¥© ¬¥°¥ ®¤­  ®±®¡ ¿ ²®·ª .�¬¥­­® ±® ±«¥¤±²¢¨¥¬ ²¥®°¥¬» 6.1 ±¢¿§ ­» ­ ¨¡®«¥¥¢ ¦­»¥ ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ¨­¤¥ª±  ®±®¡®© ²®·ª¨. �°¨¢¥¤¥¬ ²°¨¯°¨¬¥°  ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¿ ½²®£® ±«¥¤±²¢¨¿ (²¥®°¥¬» 6.2{6.4).�¥®°¥¬  6.2. �³±²¼ f | ­¥¯°¥°»¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ª°³£  D2 ¢ ¯«®±ª®±²¼, ¯°¨·¥¬ ª ¦¤ ¿ ²®·ª  £° ­¨·­®©®ª°³¦­®±²¨ S1 ®²®¡° ¦ ¥²±¿ ± ¬  ¢ ±¥¡¿. �®£¤  ­¥ª®-²®° ¿ ²®·ª  ª°³£  D2 ®²®¡° ¦ ¥²±¿ ¢ ¥£® ¶¥­²°.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ­  D2 ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥v(X) = ����!Of(X);£¤¥ O | ¶¥­²° ª°³£  (°¨±. 6.8). �  ®ª°³¦­®±²¨ S1 ¯®«³-·¨¬ ¯°¨ ½²®¬ ² ª®¥ ¦¥ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥, ª ª®¥ ¨§®¡° ¦¥-­® ­  °¨±. 6.2 ( ). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¨­¤¥ª± ª°¨¢®© S1 ° ¢¥­1,   §­ ·¨², ¢­³²°¨ S1 ¥±²¼ ®±®¡ ¿ ²®·ª  X0. � ¢¥­±²¢®v(X0) = 0 ½ª¢¨¢ «¥­²­® ²®¬³, ·²® f(X0) = O, ².¥. ²®·ª X0 ®²®¡° ¦ ¥²±¿ ¢ ¶¥­²° ª°³£ .



60 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿
�¨±³­®ª 6.8 �¨±³­®ª 6.9�¥®°¥¬  6.3. �³±²¼ f | ­¥¯°¥°»¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ª°³£  D2 ¢ ±¥¡¿. �®£¤  f(X0) = X0 ¤«¿ ­¥ª®²®°®© ²®·ª¨X0, ².¥. f ¨¬¥¥² ­¥¯®¤¢¨¦­³¾ ²®·ª³ X0.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ­  ª°³£¥ D2 ¢¥ª²®°­®¥ ¯®-«¥ w(X) = ����!Xf(X). �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ³ ®²®¡° ¦¥­¨¿ f­¥² ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª, ².¥. ³ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ w ­¥² ®±®-¡»µ ²®·¥ª. �  £° ­¨·­®© ®ª°³¦­®±²¨ ¬®¦­® ² ª¦¥ ° ±-±¬®²°¥²¼ ¢¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ v ¨ vt (0 6 t 6 1), ¯®±²°®¥­¨¥ª®²®°»µ ¢¨¤­® ¨§ °¨±. 6.9: ²®·ª  X 0 ¤¨ ¬¥²° «¼­® ¯°®²¨-¢®¯®«®¦­  ²®·ª¥ X,   ²®·ª  X 0t ¤¥«¨² ®²°¥§®ª f(X)X 0 ¢®²­®¸¥­¨¨ f(X)X 0t : X 0tX = t : (1 � t). �³¤¥¬ ±·¨² ²¼,·²® X 00 = f(X) ¨X 01 = X 0. �±¥ ¢¥ª²®°» vt ­¥­³«¥¢»¥,¯®½²®¬³ ¬®¦­® ° ±±¬®²°¥²¼ ·¨±«® n(t) | ¨­¤¥ª± £° -­¨·­®© ®ª°³¦­®±²¨ ®²­®±¨²¥«¼­® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ v(t).�¨±«® n(t) ¶¥«®¥ ¨ ®­® ­¥¯°¥°»¢­® § ¢¨±¨² ®² t. �«¥¤®¢ -²¥«¼­®, n(0) = n(1) = 1. �® ½²® ®§­ · ¥², ·²® ¢¥ª²®°­®¥¯®«¥ w ¨¬¥¥² ®±®¡³¾ ²®·ª³. �®«³·¥­® ¯°®²¨¢®°¥·¨¥.�® µ®¤³ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 6.3 ¬» ´ ª²¨·¥±ª¨¤®ª § «¨ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥, ª®²®°»¬ ­ ¬ ¥¹¥ ¯°¨-¤¥²±¿ ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¢ ¤ «¼­¥©¸¥¬.�¥¬¬  6.1. �³±²¼ ­  § ¬ª­³²®© ­¥± ¬®¯¥°¥±¥ª ¾¹¥©-±¿ ª°¨¢®© § ¤ ­» ¢¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ v ¨ w, ¯°¨·¥¬ ¢ «¾-¡®© ²®·ª¥ X ¢¥ª²®°» v(X) ¨ w(X) ­¥ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»



6. �¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¯«®±ª®±²¨ 61¯® ­ ¯° ¢«¥­¨¾. �®£¤  ¨­¤¥ª±» ª°¨¢®© 
 ®²­®±¨²¥«¼­®½²¨µ ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥© ° ¢­».�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡° ²¨¬±¿ ª °¨±. 6.9. �¥ª²®° vt ¬®¦¥²¡»²¼ ­³«¥¢»¬ «¨¸¼ ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¢¥ª²®°» v ¨ w¯°®²¨¢®¯®«®¦­» ¯® ­ ¯° ¢«¥­¨¾.�¥®°¥¬  6.4 (�±­®¢­ ¿ ²¥®°¥¬   «£¥¡°»). �¾¡®©¬­®£®·«¥­ P (z) = zn + a1zn�1 + � � � + an ± ª®¬¯«¥ª±­»¬¨ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ¨¬¥¥² ¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥ ®¤¨­ ª®¬¯«¥ª±-­»© ª®°¥­¼.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ­  ª®¬¯«¥ª±­®© ¯«®±ª®±²¨¢¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ v(z) = zn ¨ w(z) = P (z). �®ª ¦¥¬ ±­ · -« , ·²® ¯°¨ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸¨µ R ¤«¿ ¢±¥µ ²®·¥ª ®ª°³¦-­®±²¨, § ¤ ­­®© ³° ¢­¥­¨¥¬ jzj = R, ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° -¢¥­±²¢® jw(z) � v(z)j < jv(z)j. �³±²¼ a | ­ ¨¡®«¼¸¥¥ ¨§·¨±¥« ja1j; : : : ; janj. �®£¤ jw(z) � v(z)j = ja1zn�1 + � � � + anj 66 ja1jRn�1 + � � �+ janj 6 naRn�1¯°¨ R > 1. � ª ª ª jv(z)j = Rn, ²® jw � vj < jvj ¯°¨R > na+ 1.�§ ­¥° ¢¥­±²¢  jw � vj < v ±«¥¤³¥², ·²® ¢¥ª²®°» v ¨w ­¥ ¬®£³² ¡»²¼ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­® ­ ¯° ¢«¥­». �®½²®¬³¨­¤¥ª± ®ª°³¦­®±²¨ jzj = R ®²­®±¨²¥«¼­® ¯®«¿ w ° ¢¥­¥¥ ¨­¤¥ª±³ ®²­®±¨²¥«¼­® ¯®«¿ v. �®±«¥¤­¨© ¨­¤¥ª± ° ¢¥­n (±¬. °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ 6.4). �®½²®¬³ ¨­¤¥ª± ®ª°³¦­®±²¨jzj = R ®²­®±¨²¥«¼­® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ w(z) = P (z) ° ¢¥­n. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢­³²°¨ ¥¥ ¥±²¼ ®±®¡»¥ ²®·ª¨, ¢ ª®²®°»µP (z) ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­³«¼.�±­®¢­³¾ ¨¤¥¾ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 6.4 ­ £«¿¤­®¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �±«¨ ·¨±«® R¤®±² ²®·­® ¢¥«¨ª®, ²® ¤«¨­  ¢¥ª²®°  w � v ¢® ¬­®£® ° §¬¥­¼¸¥ ¤«¨­» ¢¥ª²®°  v (°¨±. 6.10). �¥ª²®° v ±®¢¥°¸ ¥²



62 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿n ®¡®°®²®¢, ¯®½²®¬³ ¢¥ª²®° w, ®·¥­¼ ¡«¨§ª¨© ª ­¥¬³,²®¦¥ ±®¢¥°¸ ¥² n ®¡®°®²®¢.�¨±³­®ª 6.10. � ¤ ·  6.8. �³±²¼ f | ­¥¯°¥°»¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ª°³-£  D2 ± ¶¥­²°®¬ � ¢ ¯«®±ª®±²¼, ¯°¨·¥¬ ¥±«¨ ²®·ª¨ � ¨� ±¨¬¬¥²°¨·­» ®²­®±¨²¥«¼­® ²®·ª¨ �, ²® ²®·ª¨ f(A) ¨f(B) ²®¦¥ ±¨¬¬¥²°¨·­» ®²­®±¨²¥«¼­® ²®·ª¨ �. �®ª ¦¨-²¥, ·²® ­¥ª®²®° ¿ ²®·ª  ª°³£  ®²®¡° ¦ ¥²±¿ ¢ ²®·ª³ �.�®±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¯°®¨±µ®¤¨², ª®£¤  ¢¥ª²®°­®¥¯®«¥ ¨§¬¥­¿¥²±¿ ¢­³²°¨ ­¥ª®²®°®© ®ª°³¦­®±²¨. �²¬¥-²¨¬, ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ·²® ¨­¤¥ª± ®ª°³¦­®±²¨ ±®µ° ­¿¥²±¿,² ª ª ª ­  ­¥© ¢¥ª²®°» ­¥ ¨§¬¥­¿¾²±¿. �®½²®¬³ ¯°¨ ±«¨-¿­¨¨ ­¥±ª®«¼ª¨µ ®±®¡»µ ²®·¥ª ¢ ®¤­³ ¯®«³· ¥²±¿ ®±®¡ ¿²®·ª , ¨­¤¥ª± ª®²®°®© ° ¢¥­ ±³¬¬¥ ¨µ ¨­¤¥ª±®¢. � ¯°¨-¬¥°, ¯°¨ ±«¨¿­¨¨ ¤¢³µ ®±®¡»µ ²®·¥ª ± ¨­¤¥ª±®¬ 1 ¯®«³· -¥²±¿ ®±®¡ ¿ ²®·ª  ± ¨­¤¥ª±®¬ 2 (°¨±. 6.11). �«¨¿­¨¥ ²°¥µ®±®¡»µ ²®·¥ª ± ¨­¤¥ª±®¬ 1 ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±«¥¤³¾-¹¨¬ ®¡° §®¬. �¡« ±²¼, § ¸²°¨µ®¢ ­­ ¿ ­  °¨±. 6.12 ( ),¯¥°¥¦¨¬ ¥²±¿, ¨ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¨§ ­¥¥ ¯®«³· ¾²±¿ ¤¢¥ ®¡-« ±²¨. �°¨ ¤®¡ ¢«¥­¨¨ ¤°³£¨µ ®±®¡»µ ²®·¥ª ± ¨­¤¥ª±®¬ 1¯°®¨±µ®¤¨²  ­ «®£¨·­®¥ ¯¥°¥¦¨¬ ­¨¥ ®¤­®© ¨§ ®¡« ±²¥©.
( ) (¡)�¨±³­®ª 6.11



6. �¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¯«®±ª®±²¨ 63
( ) (¡)�¨±³­®ª 6.12�°¨ ±«¨¿­¨¨ ¤¢³µ ®±®¡»µ ²®·¥ª ± ¨­¤¥ª±®¬ �1 ¯¥°¥-¦¨¬ ¥²±¿ ®¡« ±²¼, § ¸²°¨µ®¢ ­­ ¿ ­  °¨±. 6.13 ( ). � °¥-§³«¼² ²¥ ¯¥°¥µ®¤¨¬ ª °¨±. 6.13 (¡). �°¨ ¤®¡ ¢«¥­¨¨ ¤°³-£¨µ ®±®¡»µ ²®·¥ª ± ¨­¤¥ª±®¬ �1 ¯°®¨±µ®¤¨²  ­ «®£¨·­®¥¯¥°¥¦¨¬ ­¨¥ ®¡« ±²¥© (°¨±. 6.14).
( ) (¡)�¨±³­®ª 6.13
( ) (¡)�¨±³­®ª 6.14�°¨ ±«¨¿­¨¨ ¤¢³µ ®±®¡»µ ²®·¥ª ± ¨­¤¥ª± ¬¨ 1 ¨ �1¯®«³· ¥²±¿ ®±®¡ ¿ ²®·ª  ± ¨­¤¥ª±®¬ 0. � ª³¾ ®±®¡³¾



64 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿²®·ª³ ¬®¦­® À³±²° ­¨²¼Á. � ¤ ·¨ 6.9 ¨ 6.10 ¤ ¾² ¤¢¥° §«¨·­»¥ ¨­²¥°¯°¥² ¶¨¨ ³±²° ­¥­¨¿ ®±®¡®© ²®·ª¨.. � ¤ ·  6.9. �§¬¥­¨²¥ ²° ¥ª²®°¨¨¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿, ¨§®¡° ¦¥­­»¥ ­ °¨±. 6.15, ² ª, ·²®¡» ¢­¥ ®ª°³¦­®-±²¨ S2 ²° ¥ª²®°¨¨ ­¥ ¨§¬¥­¨«¨±¼,  ¢­³²°¨ ®ª°³¦­®±²¨ S1 ®­¨ ±² -«¨ ¯ ° ««¥«¼­»¬¨ ®²°¥§ª ¬¨. �°¨½²®¬ ¤®«¦­® ¯®«³·¨²¼±¿ ¢¥ª²®°­®¥¯®«¥ ¡¥§ ®±®¡»µ ²®·¥ª. �¨±³­®ª 6.15. � ¤ ·  6.10. �§¬¥­¨²¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ²®£® ¦¥ ¢¥ª²®°­®£®¯®«¿ ² ª, ·²®¡» ¢­³²°¨ S1 ²° ¥ª²®°¨¨ ­¥ ¨§¬¥­¨«¨±¼,  ¢­¥ S2 ®­¨ ±² «¨ ¯ ° ««¥«¼­»¬¨ «³· ¬¨ ¨«¨ ¯°¿¬»¬¨.�¥¦¤³ S1 ¨ S2 ¯°¨ ½²®¬ ­¥ ¤®«¦­® ¡»²¼ ®±®¡»µ ²®·¥ª.� § ¤ · µ 6.9 ¨ 6.10 ´ ª²¨·¥±ª¨ ¨¤¥² °¥·¼ ® ¯®±²°®-¥­¨¨ ­  ª®«¼¶¥ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ¡¥§ ®±®¡»µ ²®·¥ª ¢ ²®¬±«³· ¥, ª®£¤  ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ § ¤ ­® ­  £° ­¨·­»µ ®ª°³¦-­®±²¿µ ª®«¼¶ . �­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, °¥·¼ ¨¤¥² ® ¯°®¤®«¦¥­¨¨¡¥§ ®±®¡»µ ²®·¥ª ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿, § ¤ ­­®£® ­  £° ­¨¶¥.�®² ¥¹¥ ®¤­  § ¤ ·  ² ª®£® °®¤ .. � ¤ ·  6.11. �°®¤®«¦¨²¥ ¡¥§ ®±®¡»µ ²®·¥ª ­  ¢±¥ ª®«¼-¶® ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥, ¨§®¡° ¦¥­­®¥ ­  °¨±. 6.16. � °¨±³©²¥¥£® ²° ¥ª²®°¨¨.
�¨±³­®ª 6.16 �¨±³­®ª 6.17



6. �¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¯«®±ª®±²¨ 65� ¤ ·¨ 6.9{6.11 ¿¢«¿¾²±¿ · ±²­»¬¨ ±«³· ¿¬¨ ±«¥¤³¾-¹¥£® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿.�¥®°¥¬  6.5. �¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ¡¥§ ®±®¡»µ ²®·¥ª, § ¤ ­-­®¥ ­  £° ­¨·­»µ ®ª°³¦­®±²¿µ ª®«¼¶ , ¬®¦­® ¯°®¤®«-¦¨²¼ ­  ¢±¥ ª®«¼¶® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¨­¤¥ª-±» £° ­¨·­»µ ®ª°³¦­®±²¥© ° ¢­».�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ±­ · « , ·²® ¢¥ª²®°­®¥¯®«¥, § ¤ ­­®¥ ­  £° ­¨·­»µ ®ª°³¦­®±²¿µ ª®«¼¶ , ¬®¦­®¯°®¤®«¦¨²¼ ­  ¢±¥ ª®«¼¶®. �­¥¸­¾¾ ®ª°³¦­®±²¼ ª®«¼-¶  ± ¯®¬®¹¼¾ £®¬®²¥²¨¨ ¬®¦­® ¯°®¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼ ¢®¢­³²°¥­­¾¾ ®ª°³¦­®±²¼. � ¯°®¶¥±±¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ®ª°³¦-­®±²¼ ­¥ ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ®±®¡»¥ ²®·ª¨, ¯®½²®¬³ ¨­¤¥ª±»¢­³²°¥­­¥© ¨ ¢­¥¸­¥© ®ª°³¦­®±²¥© ° ¢­».

�¨±³­®ª 6.18

�°¥¤¯®«®¦¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ­  £° ­¨·­»µ ®ª°³¦­®-±²¿µ § ¤ ­® ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥, ¯°¨·¥¬ ¨­¤¥ª±» £° ­¨·-­»µ ®ª°³¦­®±²¥© ° ¢­». �°¥¡³¥²±¿ ¯°®¤®«¦¨²¼ ¢¥ª²®°-­®¥ ¯®«¥ ­  ¢±¥ ª®«¼¶®. �«¿ ¯°®¨§¢®«¼­®£® ¢¥ª²®°­®£®¯®«¿, § ¤ ­­®£® ­  ®ª°³¦­®±²¨, ¯®±²°®¨¬ £° ´¨ª ±«¥-¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �«¿ ª ¦¤®£® ³£«  � ®¯°¥¤¥«¨¬ '(�)| ³£®« ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨, § ¤ ­­»¬¨ ¢ ²®·ª µ X ¨ A(°¨±. 6.17); ¯°¨ ½²®¬ '(0) = 0. �®±²°®¨¬ £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨'(�) ­  ®²°¥§ª¥ [0; 2�]. �­ ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ­ · «® ª®®°-¤¨­ ² ¨ ²®·ª³ ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ (2�; 2k�),£¤¥ k | ¨­¤¥ª± ®ª°³¦­®±²¨ ®²­®±¨²¥«¼-­® ¤ ­­®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿. � ª¨¥ £° -´¨ª¨ ¯®±²°®¨¬ ¤«¿ ¤¢³µ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥-¬»µ ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥©, § ¤ ­­»µ ­  £° -­¨·­»µ ®ª°³¦­®±²¿µ. �²¨ £° ´¨ª¨ ¬®¦-­® ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬ ±®¥¤¨­¨²¼ ­¥-¯°¥°»¢­»¬ ±¥¬¥©±²¢®¬ £° ´¨ª®¢. �³±²¼¯°¿¬ ¿, ¯ ° ««¥«¼­ ¿ ®±¨ Oy, ¯¥°¥±¥ª -¥² ¯¥°¢»© £° ´¨ª ¢ ²®·ª¥ A1,   ¢²®-°®© £° ´¨ª ¢ ²®·ª¥ A2 (°¨±. 6.18). �³-¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t £° -



66 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿´¨ª ¤¥«¨² ®²°¥§®ª A1A2 ¢ ®²­®¸¥­¨¨ t : (1 � t). �®£¤  ¢¬®¬¥­²» t = 0 ¨ t = 1 ¯®«³· ¥¬ ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¯¥°¢»©¨ ¢²®°®© £° ´¨ª¨,   ¯°¨ ¨§¬¥­¥­¨¨ t ®² 0 ¤® 1 ¯¥°¢»©£° ´¨ª ­¥¯°¥°»¢­® ¯¥°¥µ®¤¨² ¢® ¢²®°®©. � °¥§³«¼² ²¥¤«¿ ¢±¥µ t ¨ �, £¤¥ 0 6 t 6 1 ¨ 0 6 � 6 2�, ®¯°¥¤¥-«¥­» §­ ·¥­¨¿ '(t; �). �±µ®¤­»¥ £° ´¨ª¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾²´³­ª¶¨¿¬ '(0; �) ¨ '(1; �). � ¯®¬®¹¼¾ ´³­ª¶¨¨ '(t; �)¬®¦­® ¯®±²°®¨²¼ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ­  ª®«¼¶¥. �²®¡» § -¤ ²¼ ­¥­³«¥¢®© ¢¥ª²®°, ¤®±² ²®·­® § ¤ ²¼ ¥£® ¤«¨­³ ¨³£®«, ª®²®°»© ®­ ®¡° §³¥² ± «³·®¬ Ox. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼,·²® ­  ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¥¬ ª®«¼¶³ ®²°¥§ª¥ «³·  ± ­ · «®¬ ¢¶¥­²°¥ ª®«¼¶  ¤«¨­  ¢¥ª²®°  ° ¢­®¬¥°­® ¨§¬¥­¿¥²±¿ ®²¤«¨­» ¢¥ª²®°  ­  ¯¥°¢®© £° ­¨·­®© ®ª°³¦­®±²¨ ¤® ¤«¨-­» ¢¥ª²®°  ­  ¢²®°®© £° ­¨·­®© ®ª°³¦­®±²¨. �±µ®¤¿ ¨§°¨±. 6.17, ³£®«, ª®²®°»© ¢¥ª²®° ®¡° §³¥² ± «³·®¬ Ox, ®¯-°¥¤¥«¨¬ ª ª ±³¬¬³ ³£«®¢ '(t; �) ¨ '0;t , £¤¥ ³£®« '0;t ,±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ³£«³ '0 ­  °¨±. 6.17, ° ¢­®¬¥°­® ¨§¬¥-­¿¥²±¿ ®² ³£«  '0;0 ¤® ³£«  '0;1. �®±²°®¥­­®¥ ¢¥ª²®°­®¥¯®«¥ ®¡« ¤ ¥² ²°¥¡³¥¬»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨.� °¿¤³ ± ¢¥ª²®°­»¬¨ ¯®«¿¬¨ ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼¨ ¯®«¿ ­ ¯° ¢«¥­¨©. �³±²¼ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ¯«®±ª®±²¨(¨«¨ · ±²¨ ¯«®±ª®±²¨) § ¤ ­  ¯°¿¬ ¿, ¯°¨·¥¬ ­ ¯° ¢«¥-­¨¿ ¯°¿¬»µ ­¥¯°¥°»¢­® § ¢¨±¿² ®² ²®·ª¨, ².¥. ³£«» ¬¥¦-¤³ ¯°¿¬»¬¨, § ¤ ­­»¬¨ ¢ ¤®±² ²®·­® ¡«¨§ª¨µ ²®·ª µ,¬ «». �®£¤  £®¢®°¿², ·²® ­  ¯«®±ª®±²¨ § ¤ ­® ­¥¯°¥°»¢-­®¥ ¯®«¥ ­ ¯° ¢«¥­¨©.�«¿ ¯®«¿ ­ ¯° ¢«¥­¨© ²®¦¥ ¬®¦­® ° ±±¬®²°¥²¼ ²° ¥ª-²®°¨¨ | ª°¨¢»¥, ³ ª®²®°»µ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ª ± ²¥«¼­ ¿¿¢«¿¥²±¿ ¯°¿¬®© ¯®«¿ ­ ¯° ¢«¥­¨©, § ¤ ­­®© ¢ ½²®© ²®·-ª¥. �¾¡®¬³ ¢¥ª²®°­®¬³ ¯®«¾ ¡¥§ ®±®¡»µ ²®·¥ª ¬®¦­® ±®-¯®±² ¢¨²¼ ¯®«¥ ­ ¯° ¢«¥­¨©, ¢§¿¢ ¢¬¥±²® ¢¥ª²®°  ±®¤¥°-¦ ¹³¾ ¥£® ¯°¿¬³¾. �¡° ²­³¾ ®¯¥° ¶¨¾ ¯°®¤¥« ²¼ ¬®¦-­® ­¥ ¢±¥£¤ . � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¨±ª«¾·¨¬ ¨§ ¯«®±ª®±²¨ ²®·-ª³ O ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ¢ ®±² ¢¸¥©±¿ · ±²¨ ¯«®±ª®±²¨ ¯®«¥­ ¯° ¢«¥­¨©, ¨§®¡° ¦¥­­®¥ ­  °¨±. 6.19 (¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿,



6. �¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¯«®±ª®±²¨ 67·²® ¢® ¢±¥µ ²®·ª µ «³-· , ¢»µ®¤¿¹¥£® ¨§ ²®-·ª¨ O, § ¤ ­» ¯ ° «-«¥«¼­»¥ ¯°¿¬»¥). � ª¢¨¤­® ¨§ ²®£® ¦¥ °¨-±³­ª , ¯®¯»²ª  ¯®±²°®-¨²¼ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ¯®½²®¬³ ¯®«¾ ­ ¯° ¢«¥-­¨© ­¥ ³¢¥­· ¥²±¿ ³±¯¥-µ®¬. �¨±³­®ª 6.19. � ¤ ·  6.12. �®ª ¦¨²¥, ·²® ¯® «¾¡®¬³ ­¥¯°¥°»¢­®¬³¯®«¾ ­ ¯° ¢«¥­¨©, § ¤ ­­®¬³ ­  ¢±¥© ¯«®±ª®±²¨, ¬®¦­®¯®±²°®¨²¼ ­¥¯°¥°»¢­®¥ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥.. � ¤ ·  6.13. �³¹¥±²¢³¥² «¨ ¢ ²°¥µ¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­-±²¢¥ ± ®¤­®© ¢»ª®«®²®© ²®·ª®© ¯®«¥ ­ ¯° ¢«¥­¨©, ¯® ª®-²®°®¬³ ­¥«¼§¿ ¯®±²°®¨²¼ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥?�¥¸¥­¨¿I 6.1. �±«¨ (x(t); y(t)) | ²° ¥ª²®°¨¿ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ a, ²®dx(t)dt = x(t); dy(t)dt = y(t):�®½²®¬³ x(t) = pet ¨ y(t) = qet,   §­ ·¨², qx = py ¨ ª ¦¤ ¿²° ¥ª²®°¨¿ ¶¥«¨ª®¬ «¥¦¨² ¢ ®¤­®¬ ¨§ ª¢ ¤° ­²®¢. �«¥-¤®¢ ²¥«¼­®, ²° ¥ª²®°¨¿¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ «³·¨, ¢»µ®¤¿¹¨¥ ¨§­ · «  ª®®°¤¨­ ². �²¤¥«¼­®© ²° ¥ª²®°¨¥© ¿¢«¿¥²±¿ ² ª-¦¥ ± ¬® ­ · «® ª®®°¤¨­ ².�«¿ ²° ¥ª²®°¨© ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ b ¯®«³· ¥¬ ³° ¢­¥-­¨¿ dxdt = y; dydt = �x:



68 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿� ¯®«¿°­»µ ª®®°¤¨­ ² µ x = r cos', y = r sin' ½²¨³° ¢­¥­¨¿ § ¯¨¸³²±¿ ¢ ¢¨¤¥drdt cos'� r sin'd'dt = r sin';drdt sin'+ r cos'd'dt = �r cos':�¥¸ ¿ ½²³ ±¨±²¥¬³ «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨© ®²­®±¨²¥«¼­® drdt¨ d'dt , ¯®«³· ¥¬ drdt = 0 ¨ d'dt = 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, x =R cos(t+ t0) ¨ y = R sin(t+ t0), £¤¥ R ¨ t0 | ª®­±² ­²».�«¿ ²° ¥ª²®°¨© ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ c ¯®«³· ¥¬ ³° ¢­¥-­¨¿ dxdt = y; dydt = x:�¤¥« ¥¬ § ¬¥­³ ¯¥°¥¬¥­­»µ u = x+ y, v = x� y. �®£¤ dudt = dxdt + dydt = y + x = u;dvdt = dxdt � dydt = y � x = �v:�®½²®¬³ u = pet, v = qe�t,   §­ ·¨², u = pqv . � ª®®°¤¨-­ ² µ Ovu ²° ¥ª²®°¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥²¢¿¬¨ £¨¯¥°¡®« u = cv(°¨±. 6.20) ¨«¨ «³· ¬¨ ± ­ · «®¬ ¢ ²®·ª¥ O, «¥¦ ¹¨¬¨ ­ ®±¿µ ª®®°¤¨­ ².I 6.2. �²¢¥²:  ) 2; ¡) 3; ¢) �2.I 6.3. �±«¨ ¯®¯»² ²¼±¿ § ¤ ²¼ ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ¤¢¨¦¥­¨¿ ­ ²° ¥ª²®°¨¿µ, ¨§®¡° ¦¥­­»µ ­  °¨±. 6.4, ²® ¯°¨¤¥¬ ª ¯°®-²¨¢®°¥·¨¾ (°¨±. 6.21).



6. �¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¯«®±ª®±²¨ 69

�¨±³­®ª 6.20 �¨±³­®ª 6.21I 6.4. �³±²¼ z = Rei'. �®£¤  v(z) = Rein'. �°¨ ¨§¬¥­¥­¨¨' ®² 0 ¤® 2� ·¨±«® n' ¨§¬¥­¿¥²±¿ ®² 0 ¤® 2n�, ².¥. ¢¥ª²®°v(z) ¤¥« ¥² n ®¡®°®²®¢. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¨­¤¥ª± ¢¥ª²®°­®-£® ¯®«¿ v ° ¢¥­ n.� °¨±®¢ ²¼ ²° ¥ª²®°¨¨ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ¢ ¬ ¯®¬®¦¥²°¨±. 6.3.I 6.5. �«¿ ·¥²­®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ¯°¨ ®¡µ®¤¥ ¯®«®¢¨­»®ª°³¦­®±²¨ ¢¥ª²®° v ¯®¢®° ·¨¢ ¥²±¿ ­  2k�,   ¤«¿ ­¥-·¥²­®£® ­  (2k + 1)�.I 6.6. �¡° ²¨¬±¿ ª °¨±. 6.22. �³±²¼ � ¨ '(�) | ³£«» ¬¥¦¤³®±¼¾ Ox ¨ ¢¥ª²®° ¬¨ ��!OX ¨ v. �®£¤  \ZOY = 2\ZXY =2'(�) ¨ \IOY = 2'(�) � �. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¥±«¨ ¢¥ª²®°v ±®¢¥°¸ ¥² n ®¡®°®²®¢, ²® ¢¥ª²®° w ±®¢¥°¸ ¥² 2n � 1®¡®°®².I 6.7. �²¬¥²¨¬, ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ·²® ¢­³²°¨ ª ¦¤®© ®¡« ±²¨·¨±«® ®¡®°®²®¢ ­¥¯°¥°»¢­® § ¢¨±¨² ®² ²®·ª¨, ¯®½²®¬³¢­³²°¨ ®¡« ±²¨ ®­® ¯®±²®¿­­®.



70 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿

�¨±³­®ª 6.22 �¨±³­®ª 6.23�¨±«® ®¡®°®²®¢ ¢¥ª²®°  ��!OX ¯°¨ ®¡µ®¤¥ ª°¨¢®© ¬®¦­®¢»·¨±«¿²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �°®¢¥¤¥¬ ¨§ ²®·ª¨ O «³·,­¥ ª ± ¾¹¨©±¿ ª°¨¢®©. �®·ª ¬ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ «³·  ± ª°¨¢®©±®¯®±² ¢¨¬ ·¨±«  �1 ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ²¥¬, ¯°®¨±µ®¤¨² «¨¢ ­¨µ ¤¢¨¦¥­¨¥ ¯® ª°¨¢®© ±¯° ¢  ­ «¥¢® ¨«¨ ±«¥¢  ­ ¯° -¢® (°¨±. 6.23). �®£¤  ·¨±«® ®¡®°®²®¢ ± ³·¥²®¬ §­ ª  ° ¢­®±³¬¬¥ ½²¨µ ·¨±¥«. �­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¥±«¨ ¢» ­ µ®¤¨²¥±¼ ¢´¨ª±¨°®¢ ­­®© ²®·ª¥,   ¢®ª°³£ ¢ ± ¡¥£ ¥² ±®¡ ª , ²® ¤«¿²®£®, ·²®¡» ³§­ ²¼, ±ª®«¼ª® ° § ®­  ¢®ª°³£ ¢ ± ®¡¥¦ « ,­¥ ­³¦­® ¢±¥ ¢°¥¬¿ ±«¥¤¨²¼ §  ­¥©. �®±² ²®·­® ±¬®²°¥²¼¢ ®¤­®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ¨ ±·¨² ²¼, ±ª®«¼ª® ° § ±®¡ ª  ¯°®-¡¥£ ¥² ¬¨¬® ¢ ®¤­®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ¨ ±ª®«¼ª® ¢ ¤°³£®¬.�®·ª¨A ¨ B ¢­³²°¨ ±®±¥¤­¨µ ®¡« ±²¥© ¬®¦­® ¢»¡° ²¼² ª, ·²®¡» ®²°¥§®ª AB ¯¥°¥±¥ª « £° ­¨¶³ °®¢­® ¢ ®¤­®©²®·ª¥. �«¿ «³·  AB ¨ «³· , ¨¤³¹¥£® ¨§ ²®·ª¨ B ¢ ­ -¯° ¢«¥­¨¨ «³·  AB, ®¯¨± ­­ ¿ ¢»¸¥ ±³¬¬  ·¨±¥« ° §«¨-· ¥²±¿ «¨¸¼ ®¤­¨¬ ·¨±«®¬, ±²®¿¹¨¬ ¢ ²®·ª¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿®²°¥§ª  AB ± £° ­¨¶¥© ®¡« ±²¥©.I 6.8. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¶¥­²° ª°³£  ±®¢¯ ¤ ¥² ± ­ · -«®¬ ª®®°¤¨­ ² ­  ¯«®±ª®±²¨. �®¯®±² ¢¨¬ ª ¦¤®© ²®·ª¥X ª°³£  D2 ¢¥ª²®° ����!Of(X). �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢±¥ ½²¨¢¥ª²®°» ­¥­³«¥¢»¥. �®£¤  ®¯°¥¤¥«¥­ ¨­¤¥ª± £° ­¨·­®©®ª°³¦­®±²¨, ¯°¨·¥¬ ®­ ­¥·¥²¥­, ² ª ª ª ¯®«³·¥­­®¥ ¢¥ª-²®°­®¥ ¯®«¥ ­¥·¥²­® (±¬. § ¤ ·³ 6.5). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢­³-



6. �¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¯«®±ª®±²¨ 71²°¨ ª°³£  ¥±²¼ ®±®¡ ¿ ²®·ª  X, ¤«¿ ª®²®°®© ����!Of(X) = �!0 .�®«³·¥­® ¯°®²¨¢®°¥·¨¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢­³²°¨ ª°³£ ¨«¨ ­  ¥£® £° ­¨¶¥ ¥±²¼ ®±®¡ ¿ ²®·ª  X, ¤«¿ ª®²®°®©����!Of(X) = �!0 , ².¥. f(X) = O.I 6.9. �¬. °¨±. 6.24.I 6.10. �¬. °¨±. 6.25.

�¨±³­®ª 6.24 �¨±³­®ª 6.25I 6.11. �° ¥ª²®°¨¿ ²°¥¡³¥¬®-£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ¨§®¡° -¦¥­  ­  °¨±. 6.26. � ¬® ¢¥ª-²®°­®¥ ¯®«¥ ¯®«³· ¥²±¿ ¢° -¹¥­¨¥¬ ¢¥ª²®°®¢ ¯°¨ ¤¢¨¦¥-­¨¨ ¯® ®²°¥§ª ¬ ° ¤¨³±®¢,§ ª«¾·¥­­»¬ ¬¥¦¤³ £° ­¨·-­»¬¨ ®ª°³¦­®±²¿¬¨. �°¨ ¯¥-°¥¬¥¹¥­¨¨ ¨§ ®¤­®£® ª®­¶ ®²°¥§ª  ¢ ¤°³£®© ¯°®¨±µ®¤¨²¯®¢®°®² ­  180�. �¨±³­®ª 6.26I 6.12. �»¡¥°¥¬ ¢ ¯«®±ª®±²¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­³¾ ²®·ª³ O. � -¤ ­­®© ¢ ²®·ª¥ O ¯°¿¬®© ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¤¢  ¥¤¨­¨·­»µ¢¥ª²®° ; ¢»¡¥°¥¬ ®¤¨­ ¨§ ­¨µ. �®£¤  ¢ «¾¡®© ²®·ª¥ A ¥¤¨-­¨·­»© ¢¥ª²®° ­  § ¤ ­­®© ¢ � ¯°¿¬®© ¬®¦­® ¢»¡° ²¼,



72 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿¤¢¨£ ¿±¼ ¯® ®²°¥§ª³ OA ¨§ O ¢ A ¨ ¢»¡¨° ¿ ¢ ª ¦¤®©²®·ª¥ X ®²°¥§ª  OA ®¤¨­ ¨§ ¤¢³µ ¥¤¨­¨·­»µ ¢¥ª²®°®¢­  § ¤ ­­®© ¢ ²®·ª¥ X ¯°¿¬®©.�«¿ ¯«®±ª®±²¨ ± ¢»ª®«®²®© ²®·ª®© ½²®© ª®­±²°³ª¶¨¥©­¥«¼§¿ ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿, ¯®²®¬³ ·²® ®²°¥§®ª OA ¬®¦¥²¯°®µ®¤¨²¼ ·¥°¥§ ¢»ª®«®²³¾ ²®·ª³.I 6.13. �²¢¥²: ­¥², ­¥ ±³¹¥±²¢³¥².�¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ¯® ¯®«¾ ­ ¯° ¢«¥­¨© ¢ ²°¥µ¬¥°­®¬¯°®±²° ­±²¢¥ ¬®¦­® ¯®±²°®¨²¼ ¯®·²¨ ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢§ ¤ ·¥ 6.12. �® ¯¥°¥­®±¨²¼ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ¯® ®²°¥§ª³OA ³¦¥ ­¥ ³¤ ¥²±¿, ² ª ª ª ®­ ¬®¦¥² ¯°®µ®¤¨²¼ ·¥°¥§¢»ª®«®²³¾ ²®·ª³. �¥ª²®°» ­³¦­® ¯¥°¥­®±¨²¼ ¯® ¯³²¿¬,¨¤³¹¨¬ ¨§ O ¢ A ¨ ­¥ ¯°®µ®¤¿¹¨¬ ·¥°¥§ ¢»ª®«®²³¾ ²®·-ª³. �«¿ ½²®£® ¯°¨µ®¤¨²±¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª°¨¢®«¨­¥©­»¥¯³²¨. �® ²®£¤  ¢®§­¨ª ¥² ¢®¯°®± ® ±®¢¯ ¤¥­¨¨ °¥§³«¼² -²®¢ ¯¥°¥­®±  ¯® ° §­»¬ ¯³²¿¬. �²®² ¢®¯°®± ­¥ ¯° §¤­»©;°¨±. 6.19 ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¤«¿ ¯«®±ª®±²¨ ± ¢»ª®«®²®© ²®·-ª®© °¥§³«¼² ²» ¯¥°¥­®±  ¢¥ª²®°®¢ ¯® ° §­»¬ ¯³²¿¬ ¬®-£³² ¡»²¼ ° §­»¬¨. �® ¢ ²°¥µ¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ± ¢»-ª®«®²®© ²®·ª®© «¾¡®© § ¬ª­³²»© ¯³²¼ ¬®¦­® ±²¿­³²¼ ¢²®·ª³, ­¥ § ¤¥¢ ¿ ¯°¨ ½²®¬ ¢»ª®«®²³¾ ²®·ª³. �¬¥­­® ½²®±¢®©±²¢® ¯°¨¢®¤¨² ª ±®¢¯ ¤¥­¨¾ °¥§³«¼² ²®¢ ¯¥°¥­®±  ¯®° §­»¬ ¯³²¿¬. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¥±«¨ ¯¥°¥­®±» ¢¥ª²®°  ¯®¤¢³¬ ° §­»¬ ¯³²¿¬ ¯°¨¢®¤¿² ª ° §­»¬ °¥§³«¼² ² ¬, ²®¯°¨ ®¡µ®¤¥ § ¬ª­³²®£® ¯³²¨, ±®±² ¢«¥­­®£® ¨§ ­¨µ, ¢¥ª-²®° ¤®«¦¥­ ¯¥°¥µ®¤¨²¼ ¢ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»© ¢¥ª²®°. �²®±¢®©±²¢® ¤®«¦­® ±®µ° ­¿²¼±¿ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ±²¿£¨¢ ­¨¿ ¯³²¨¢ ²®·ª³. � ¤°³£®© ±²®°®­», ¤«¿ ¯³²¨, ±²¿­³²®£® ¢ ²®·ª³,®­® ¢»¯®«­¿²¼±¿ ­¥ ¬®¦¥².



7�¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¤¢³¬¥°­»µ¯®¢¥°µ­®±²¿µ�®  ­ «®£¨¨ ± ¢¥ª²®°­»¬¨ ¯®«¿¬¨ ­  ¯«®±ª®±²¨ ¬®¦-­® ¢¢¥±²¨ ¯®­¿²¨¥ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  ±´¥°¥. �®¯®±² -¢¨¬ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ±´¥°» ­¥ª®²®°»© ¢¥ª²®° ¢ ²°¥µ¬¥°­®¬¯°®±²° ­±²¢¥. �«¿ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  ¯«®±ª®±²¨ ­¥ ­³¦-­® ¡»«® § ¡®²¨²¼±¿ ® ²®¬, ·²®¡» ¥£® ²° ¥ª²®°¨¨ ®±² -¢ «¨±¼ ­  ¯«®±ª®±²¨. �® ¤«¿ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  ±´¥°¥¯®§ ¡®²¨²¼±¿ ®¡ ½²®¬ ­¥®¡µ®¤¨¬®,   ¨¬¥­­®, ­³¦­® ¯®-²°¥¡®¢ ²¼, ·²®¡» § ¤ ­­»¥ ­  ±´¥°¥ ¢¥ª²®°» ª ± «¨±¼¥¥. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ­  ±´¥°¥ § ¤ ­® ­¥¯°¥°»¢­®¥¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥, ¥±«¨ ¢ ª ¦¤®© ¥¥ ²®·ª¥ § ¤ ­ ª ± ²¥«¼-­»© ¢¥ª²®°, ¯°¨·¥¬ ½²¨ ¢¥ª²®°» ­¥¯°¥°»¢­® § ¢¨±¿² ®²²®·ª¨.�°¨¢¥¤¥¬ ¤¢  ¯°¨¬¥°  ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥© ­  ±´¥°¥.�°¨¬¥° 1. � ±±¬®²°¨¬ ¢° ¹¥­¨¥ ±´¥°» ± ­¥ª®²®°®© ³£«®-¢®© ±ª®°®±²¼¾ ¢®ª°³£ ®±¨, ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ ¶¥­²° ±´¥-°». �  ±´¥°¥ ¯°¨ ½²®¬ ¢®§­¨ª ¥² ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ±ª®°®-±²¥© ¤¢¨¦¥­¨¿ ²®·¥ª (°¨±. 7.1). � ½²®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿¥±²¼ ¤¢¥ ®±®¡»¥ ²®·ª¨,   ¨¬¥­­®, ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ±´¥-°» ¨ ®±¨ ¢° ¹¥­¨¿. �­¤¥ª±» ®¡¥¨µ ®±®¡»µ ²®·¥ª ° ¢­» 1.



74 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿
�¨±³­®ª 7.1 �¨±³­®ª 7.2�°¨¬¥° 2. �  ±´¥°¥ ¬®¦­® ¯®±²°®¨²¼ ¨ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥± ®¤­®© ®±®¡®© ²®·ª®©. �£® ²° ¥ª²®°¨¿ | ±¥·¥­¨¿ ±´¥-°» ¯«®±ª®±²¿¬¨, ¯°®µ®¤¿¹¨¬¨ ·¥°¥§ ´¨ª±¨°®¢ ­­³¾ ª -± ²¥«¼­³¾ ª ±´¥°¥ (°¨±. 7.2). �­¤¥ª± ®±®¡®© ²®·ª¨ ° -¢¥­ 2.� ®¡®¨µ ¯°¨¬¥° µ ±³¬¬  ¨­¤¥ª±®¢ ®±®¡»µ ²®·¥ª ° ¢­ 2. �²® ­¥ ±«³· ©­®¥ ±®¢¯ ¤¥­¨¥.�¥®°¥¬  7.1. �³±²¼ ·¨±«® ®±®¡»µ ²®·¥ª ­¥¯°¥°»¢­®£®¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  ±´¥°¥ ª®­¥·­®. �®£¤  ±³¬¬  ¨µ ¨­-¤¥ª±®¢ ° ¢­  2.�¥°¢®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®. �´¥°³ ¬®¦­® ° §¤¥«¨²¼ ­  ¤¢¥· ±²¨ ª°¨¢®©, ­¥ ±®¤¥°¦ ¹¥© ®±®¡»µ ²®·¥ª. �«¿ ­ ¸¨µ¶¥«¥© ¤®±² ²®·­® ¡»«® ¡» ° ±±¬®²°¥²¼ ¯°®¨§¢®«¼­³¾ § -¬ª­³²³¾ ª°¨¢³¾ ­  ±´¥°¥, ­¥ ¯°®µ®¤¿¹³¾ ·¥°¥§ ®±®¡»¥²®·ª¨. �® ¤®ª ¦¥¬ ­¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ ±¨«¼­®¥ ³²¢¥°¦¤¥-­¨¥,   ¨¬¥­­®, ¤®ª ¦¥¬, ·²® ¥±«¨ ­  ±´¥°¥ ¤ ­® ª®­¥·-­®¥ ¬­®¦¥±²¢® ²®·¥ª, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ®ª°³¦­®±²¼ ¡®«¼-¸®£® ª°³£  (².¥. ±¥·¥­¨¥ ±´¥°» ¯«®±ª®±²¼¾, ¯°®µ®¤¿¹¥©·¥°¥§ ¶¥­²°), ­¥ ¯°®µ®¤¿¹¥¥ ­¨ ·¥°¥§ ®¤­³ ¨§ ¤ ­­»µ ²®-·¥ª. � ±±¬®²°¨¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ fA;A�g $ a, £¤¥ A ¨ A�| ¤¨ ¬¥²° «¼­® ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»¥ ²®·ª¨ ±´¥°», a | ±¥-·¥­¨¥ ±´¥°» ¯«®±ª®±²¼¾, ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­®© ¯°¿¬®© AA�¨ ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ ¶¥­²° ±´¥°». �¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²®²®·ª A ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¯«®±ª®±²¨ b (£¤¥ b$ fB;B�g) ²®£¤ ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ²®·ª  B ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¯«®±ª®±²¨ a.



7. �¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¤¢³¬¥°­»µ ¯®¢¥°µ­®±²¿µ 75�³±²¼ A1; : : : ; An | ¤ ­­»¥ ²®·ª¨. �¬ ±®¯®±² ¢«¿¾²±¿®ª°³¦­®±²¨ ¡®«¼¸®£® ª°³£  a1; : : : ; an. �³¹¥±²¢³¥² ²®·ª M ­¥ ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹ ¿ ­¨ ®¤­®© ¨§ ½²¨µ ®ª°³¦­®±²¥©. �¨®¤­  ¨§ ¤ ­­»µ ²®·¥ª ­¥ «¥¦¨² ­  ®ª°³¦­®±²¨ m, ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¥© ²®·ª¥ M .
( ) (¡) (¢)�¨±³­®ª 7.3�°¥¤±² ¢¨¬ ±´¥°³ ª ª ¢®§¤³¸­»© ¸ °¨ª. �»¯³±²¨¢¢®§¤³µ, ±´¥°³ ¬®¦­® ±¯«¾¹¨²¼ ² ª, ·²®¡» ®¡¥ · ±²¨,­  ª®²®°»¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¿ ®ª°³¦­®±²¼ ¡®«¼¸®£® ª°³-£  ¤¥«¨² ±´¥°³, ±®¢¯ «¨ ¤°³£ ± ¤°³£®¬ ¨ ¨¬¥«¨ ¯°¨ ½²®¬´®°¬³ ª°³£ . �»¤¥«¨¬ ®ª°¥±²­®±²¼ ²®·ª¨ ¡®«¼¸®£® ª°³-£  ¨ ¯®±¬®²°¨¬, ·²® ± ­¥© ¯°®¨±µ®¤¨². �¨±. 7.3 ¯®ª §»-¢ ¥², ·²® ­  £° ­¨·­®© ®ª°³¦­®±²¨ ¢¥ª²®°» ¤¢³µ ¯®-«¥© ±¨¬¬¥²°¨·­» ¤°³£ ¤°³£³ ®²­®±¨²¥«¼­® ª ± ²¥«¼­®©.�±² ¥²±¿ ¤®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ­¥±«®¦­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥,ª®²®°®¥ ¬» ±´®°¬³«¨°³¥¬ ¢ ¢¨¤¥ § ¤ ·¨.. � ¤ ·  7.1. �¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ v ¨ w ² ª®¢», ·²® ­ ®ª°³¦­®±²¨ S ³ ­¨µ ­¥² ®±®¡»µ ²®·¥ª ¨ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥X½²®© ®ª°³¦­®±²¨ ¢¥ª²®°» v(X) ¨ w(X) ±¨¬¬¥²°¨·­» ®²-­®±¨²¥«¼­® ª ± ²¥«¼­®©. �®ª ¦¨²¥, ·²® ±³¬¬  ¨­¤¥ª±®¢®±®¡»µ ²®·¥ª ¯®«¥© v ¨ w, «¥¦ ¹¨µ ¢­³²°¨ ®ª°³¦­®±²¨,° ¢­  2.

( ) (¡)�¨±³­®ª 7.4



76 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿�²®°®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®. �®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®«¼­³¾ ­¥®±®-¡³¾ ²®·ª³ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  ±´¥°¥ ¨ ¢»¡¥°¥¬ ¥¥ ®ª°¥±²-­®±²¼ ±²®«¼ ¬ «®©, ·²® ¢±¥ ¢¥ª²®°» ¢ ­¥© ¯®·²¨ ®¤¨­ ª®-¢»¥ (°¨±. 7.4 ( )). �ª°¥±²­®±²¼ ­¥ ±®¤¥°¦¨² ®±®¡»µ ²®-·¥ª, ¯®½²®¬³ ¤®±² ²®·­® ° ±±¬®²°¥²¼ ®±² «¼­³¾ · ±²¼±´¥°». �¥ ¬®¦­® ¯°®¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼ ¢ ª°³£ (°¨±. 7.4 (¡)).�°¨ ½²®¬ ¯®«³·¨¬ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥, ­ ¯° ¢«¥­­®¥ ­  ¤³£ µBC ¨ CD ¢­³²°¼ ®ª°³¦­®±²¨,   ­  ¤³£ µ DA ¨ AB ­ -°³¦³. �­¤¥ª± ®ª°³¦­®±²¨ ®²­®±¨²¥«¼­® ¯®«³·¥­­®£® ¢¥ª-²®°­®£® ¯®«¿ ° ¢¥­ 2. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯°¨ ®¡µ®¤¥ ª ¦¤®©¨§ ¤³£ AB, BC, CD, DA ¢¥ª²®° ¯®¢®° ·¨¢ ¥²±¿ ­  180�,¯°¨·¥¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¯®¢®°®²  ¢¥ª²®°  ±®¢¯ ¤ ¥² ± ­ ¯° -¢«¥­¨¥¬ ®¡µ®¤ .� ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¿ ²¥®°¥¬» 7.1 ¤®ª -¦¥¬ ²¥®°¥¬³ �¥ª °² {�©«¥°  ® ¢»¯³ª«»µ ¬­®£®£° ­­¨-ª µ.�¥®°¥¬  7.2. �³±²¼ � | ·¨±«® ¢¥°¸¨­ ¢»¯³ª«®£® ¬­®-£®£° ­­¨ª , � | ·¨±«® ¥£® °¥¡¥°, � | ·¨±«® £° ­¥©. �®-£¤  � � � + � = 2:�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®¬¥±²¨¬ ¬­®£®£° ­­¨ª ¢­³²°¼ ±´¥-°» ² ª, ·²®¡» ®­ ±®¤¥°¦ « ¥¥ ¶¥­²°, ¨ ±¯°®¥¶¨°³¥¬ °¥¡° ¬­®£®£° ­­¨ª  ­  ±´¥°³ ¨§ ¥¥ ¶¥­²° . �  ±´¥°¥ ¢®§­¨ª -¥² ¯°¨ ½²®¬ ª°¨¢®«¨­¥©­ ¿ ±¥²¼. �»¡¥°¥¬ ¢­³²°¨ ª ¦¤®©±´¥°¨·¥±ª®© £° ­¨ ¯® ²®·ª¥ ¨ ±®¥¤¨­¨¬ ­  ±´¥°¥ ²®·ª¨±®±¥¤­¨µ £° ­¥© ¯³²¿¬¨, ¯°®µ®¤¿¹¨¬¨ ·¥°¥§ ±¥°¥¤¨­» ¨µ®¡¹¨µ °¥¡¥°. �  °¨±. 7.5 ( ) ­®¢ ¿ ±¥²¼ ¨§®¡° ¦¥­  ¯³­ª-²¨°®¬. � ±±¬®²°¨¬ ­  ±´¥°¥ ±¥²¼, ±®±² ¢«¥­­³¾ ¨§ ½²¨µ¤¢³µ ±¥²¥©, ¨ ­ °¨±³¥¬ ­  ¥¥ °¥¡° µ ±²°¥«ª¨, ¢»µ®¤¿¹¨¥¨§ ¢»¡° ­­»µ ²®·¥ª £° ­¥© ¨ ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ ¢¥°¸¨­». �®«³-·¥­­³¾ ±¥²¼ ¬®¦­® ¢ª«¾·¨²¼ ¢ ±¨±²¥¬³ ²° ¥ª²®°¨© ¢¥ª-²®°­®£® ¯®«¿ (°¨±. 7.5 (¡)). �¨¤ ²° ¥ª²®°¨¨ ¢ ®ª°¥±²­®-±²¨ ¢¥°¸¨­», ¢»¡° ­­®© ²®·ª¨ £° ­¨ ¨ ±¥°¥¤¨­» °¥¡° ¯®ª § ­ ­  °¨±. 7.6 ( ), (¡) ¨ (¢) ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �°³£¨µ



7. �¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¤¢³¬¥°­»µ ¯®¢¥°µ­®±²¿µ 77®±®¡»µ ²®·¥ª ³ ¯®±²°®¥­­®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­¥², ¯®-½²®¬³ ±³¬¬  ¨­¤¥ª±®¢ ¥£® ®±®¡»µ ²®·¥ª ° ¢­  ��� +� .�®£« ±­® ²¥®°¥¬¥ 7.1 ½²® ·¨±«® ° ¢­® 2.
( ) (¡)�¨±³­®ª 7.5

( ) (¡) (¢)�¨±³­®ª 7.6. � ¤ ·  7.2. � ¦¤®© ²®·ª¥ X ±´¥°» ±®¯®±² ¢«¥­ ­¥ª®-²®°»© ­¥­³«¥¢®© ¢¥ª²®° v(X) ²°¥µ¬¥°­®£® ¯°®±²° ­±²¢ .�¥ª²®° v ­¥¯°¥°»¢­® § ¢¨±¨² ®² ²®·ª¨ ±´¥°», ­® ®­ ­¥®¡¿§ ²¥«¼­® ª ± ¥²±¿ ±´¥°». �®ª ¦¨²¥, ·²® µ®²¿ ¡» ®¤¨­¨§ ¢¥ª²®°®¢ v(X) ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°¥­ ª ± ²¥«¼­®© ¯«®±ª®±-²¨ ¢ ²®·ª¥ X.�¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ­¥ ²®«¼ª® ­ ±´¥°¥, ­® ¨ ­  ¤°³£¨µ ¤¢³¬¥°­»µ ¯®¢¥°µ­®±²¿µ. �¤­  ¨§¤¢³¬¥°­»µ ¯®¢¥°µ­®±²¥© ¨§®¡° ¦¥­  ¢ ° §­»µ ¢¨¤ µ ­ °¨±. 7.7. �¥ ­ §»¢ ¾² ±´¥°®© ± ²°¥¬¿ °³·ª ¬¨; ¯°®¨±µ®-¦¤¥­¨¥ ² ª®£® ­ §¢ ­¨¿ ¯®¿±­¿¥² °¨±. 7.7 (¡). �­ «®£¨·-­® ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ±´¥°³ ± g °³·ª ¬¨. �  ±´¥°¥ ± g



78 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿°³·ª ¬¨ ¬» ²®¦¥ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢¥ª²®°­»¥ ¯®«¿,±®±²®¿¹¨¥ «¨¸¼ ¨§ ª ± ²¥«¼­»µ ¢¥ª²®°®¢.
( ) (¡)�¨±³­®ª 7.7 �¨±³­®ª 7.8

�¨±³­®ª 7.9
�®¦­® ±·¨² ²¼, ·²® ±´¥°  ± g°³·ª ¬¨ ¨¬¥¥² ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨, ¯ -° ««¥«¼­³¾ ®±¨ Oz (°¨±. 7.8). � ±-±¬®²°¨¬ ­  ½²®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢¥ª-²®°­®¥ ¯®«¥, ²° ¥ª²®°¨¨ ª®²®°®£®«¥¦ ² ¢ ¯«®±ª®±²¿µ z = c. �±®-¡»¥ ²®·ª¨ ½²®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿| ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ¯®¢¥°µ­®±²¨± ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨. � ¬ ¿ ¢»±®ª ¿ ¨ ± ¬ ¿ ­¨§ª ¿ ¨§ ½²¨µ²®·¥ª (².¥. ²®·ª¨ ± ­ ¨¡®«¼¸¨¬ ¨ ­ ¨¬¥­¼¸¨¬ §­ ·¥­¨-¥¬ ª®®°¤¨­ ²» z) ¨¬¥¾² ¨­¤¥ª± 1, ¯®²®¬³ ·²® ²° ¥ª²®-°¨¨ ¢ ®ª°¥±²­®±²¿µ ½²¨µ ²®·¥ª ¢»£«¿¤¿² ª ª ®ª°³¦­®-±²¨. �±² «¼­»¥ ®±®¡»¥ ²®·ª¨ ¨¬¥¾² ¨­¤¥ª± �1, ¯®²®¬³·²® ²° ¥ª²®°¨¨ ¢ ®ª°¥±²­®±²¿µ ½²¨µ ²®·¥ª ¢»£«¿¤¿² ª ª· ±²¨ £¨¯¥°¡®« (¨ · ±²¨ «³·¥©). � ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ¢¥ª-²®°­®£® ¯®«¿ ¤¢¥ ®±®¡»¥ ²®·ª¨ ¨­¤¥ª±  1 ¨ 2g ®±®¡»µ²®·¥ª ¨­¤¥ª±  �1, ¯®½²®¬³ ±³¬¬  ¨­¤¥ª±®¢ ¥£® ®±®¡»µ²®·¥ª ° ¢­  2� 2g.�¥®°¥¬  7.3. �³¬¬  ¨­¤¥ª±®¢ ®±®¡»µ ²®·¥ª ­¥¯°¥°»¢-­®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  ±´¥°¥ ± g °³·ª ¬¨ ° ¢­  2� 2g.�¥°¢®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®. �´¥°³ ± ²°¥¬¿ °³·ª ¬¨ ¬®¦­®° §°¥§ ²¼ ­  ¤¢¥ · ±²¨, ª ¦¤³¾ ¨§ ª®²®°»µ ¬®¦­® ¯°®-¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼ ¢ ¯«®±ª³¾ ´¨£³°³ F , ¨§®¡° ¦¥­­³¾ ­ 



7. �¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¤¢³¬¥°­»µ ¯®¢¥°µ­®±²¿µ 79°¨±. 7.9. �­ «®£¨·­® ¬®¦­® ° §°¥§ ²¼ ¨ ±´¥°³ ± g °³·-ª ¬¨. �±«¨ ­  ª°¨¢³¾ ° §°¥§  ¯®¯ ¤ ¥² ®±®¡ ¿ ²®·ª ,²®, ±«¥£ª  ¨§¬¥­¨¢ ª°¨¢³¾, ®±®¡³¾ ²®·ª³ ¬®¦­® ± ­¥¥³¡° ²¼. �®½²®¬³ ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ° §°¥§ ­¥ ¯°®µ®¤¨²·¥°¥§ ®±®¡»¥ ²®·ª¨. �´¥°³ ± g °³·ª ¬¨, ª ª ¨ ®¡»·­³¾±´¥°³, ¬®¦­® ±¯«¾¹¨²¼ ² ª, ·²® ¥¥ ®¡¥ · ±²¨ ±®¢¯ ¤³²± ´¨£³°®© F . �§ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  ±´¥°¥ ± g °³·ª ¬¨¯°¨ ½²®¬ ¯®«³· ²±¿ ¤¢  ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¿ v ¨ w ­  ´¨£³°¥F , ¯°¨·¥¬ ­  ¢±¥µ £° ­¨·­»µ ®ª°³¦­®±²¿µ ¢¥ª²®°» v(X)¨ w(X) ±¨¬¬¥²°¨·­» ®²­®±¨²¥«¼­® ª ± ²¥«¼­®© ¢ ²®·ª¥X. �°¥¡³¥²±¿ ¤®ª § ²¼, ·²® ±³¬¬  ¨­¤¥ª±®¢ ®±®¡»µ ²®-·¥ª ½²¨µ ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥© ° ¢­  2 � 2g. �®±¯®«¼§³¥¬±¿¤«¿ ½²®£® °¥§³«¼² ²®¬ § ¤ ·¨ 7.1. �³±²¼ a ¨ b | ¨­¤¥ª-±» ¢­¥¸­¥© ®ª°³¦­®±²¨ ®²­®±¨²¥«¼­® ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥©v ¨ w ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, a1; : : : ; ag ¨ b1; : : : ; bg | ¨­¤¥ª±»¢­³²°¥­­¨µ ®ª°³¦­®±²¥© ®²­®±¨²¥«¼­® ½²¨µ ¢¥ª²®°­»µ¯®«¥©. �®£¤  a+ b = 2, a1 + b1 = 2, : : :, ag + bg = 2 ±®£« ±-­® § ¤ ·¥ 7.1. �°®¤®«¦¨¬ ¢¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ v ¨ w ­  ª°³-£¨, ®£° ­¨·¥­­»¥ ¢­³²°¥­­¨¬¨ ®ª°³¦­®±²¿¬¨. �¤¥« ²¼½²® ¬®¦­®, ­ ¯°¨¬¥°, ± ¯®¬®¹¼¾ £®¬®²¥²¨¨ ± ¶¥­²°®¬¢ ¶¥­²°¥ ª°³£ . �³¬¬  ¨­¤¥ª±®¢ ¢±¥µ ®±®¡»µ ²®·¥ª ¯°®-¤®«¦¥­¨¿ ¯®«¿ v ° ¢­  a. � ¤°³£®© ±²®°®­», ®­  ° ¢­ a1 + � � � + ag + A, £¤¥ A | ±³¬¬  ¨­¤¥ª±®¢ ®±®¡»µ ²®·¥ª¨±µ®¤­®£® ¯®«¿ v, ².¥. ²¥µ ®±®¡»µ ²®·¥ª, ª®²®°»¥ ¯°¨­ ¤-«¥¦ ² ´¨£³°¥ F . �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, a = a1 + � � � + ag + A.�­ «®£¨·­® b = b1 + � � � + bg + B. �«®¦¨¢ ®¡  ° ¢¥­±²¢ ,¯®«³·¨¬a+ b = (a1 + b1) + � � � + (ag + bg) + (A+B);².¥. A+B = 2� 2g, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼.�²®°®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®. �¨±. 7.10 ¯®ª §»¢ ¥², ª ª ®²±´¥°» ± g °³·ª ¬¨ ¬®¦­® ¯¥°¥©²¨ ª ±´¥°¥ ± g�1 °³·ª®©.�«¿ ½²®£® ­³¦­® ° §°¥§ ²¼ ®¤­³ °³·ª³ (°¨±. 7.10 ( )),  § ²¥¬ § ª«¥¨²¼ ª°¨¢»¥ ° §°¥§  ¤¢³¬¿ ¯®«³±´¥° ¬¨(°¨±. 7.10 (¡)).



80 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿
( ) (¡)�¨±³­®ª 7.10

�«¿ g = 0, ².¥. ¤«¿ ®¡»·-­®© ±´¥°», ²¥®°¥¬  7.3 ³¦¥¤®ª § ­  (±¬. ²¥®°¥¬³ 7.1).�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ³²¢¥°¦¤¥-­¨¥ ²¥®°¥¬» 7.3 ¤®ª § ­® ¤«¿«¾¡®£® ­¥¯°¥°»¢­®£® ¢¥ª²®°-­®£® ¯®«¿ ­  ±´¥°¥ ± g � 1°³·ª®©. �³¦­® ¤®ª § ²¼ ¥£®¤«¿ ±´¥°» ± g °³·ª ¬¨. � ±-±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ­¥¯°¥-°»¢­®¥ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ­  ±´¥°¥ ± g °³·ª ¬¨. �¥°¥©¤¥¬ª ±´¥°¥ ± g � 1 °³·ª®©, ª ª ¯®ª § ­® ­  °¨±. 7.10. �°¨½²®¬ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ­¥ ®¯°¥¤¥«¥­® ­  ¤¢³µ ¯®«³±´¥° µ.�® ¥£® ¬®¦­® ­  ­¨µ ­¥¯°¥°»¢­® ¯°®¤®«¦¨²¼, ¯°¥¤±² -¢¨¢ ¯®«³±´¥°³ ª ª ª°³£ ¨ ° ±±¬®²°¥¢ £®¬®²¥²¨¾ ± ¶¥­-²°®¬ ¢ ¶¥­²°¥ ª°³£ . �«¥£ª  ¨§¬¥­¨¢ ¯°¨ ­¥®¡µ®¤¨¬®-±²¨ ° §°¥§, ¬®¦­® ±·¨² ²¼, ·²® ®­ ­¥ ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§®±®¡»¥ ²®·ª¨. �¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ª°¨¢»µ ° §°¥§  ¯°®-¨±µ®¤¿² ¨§ ®¤­®£® ¨ ²®£® ¦¥ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  ±´¥-°¥ ± g °³·ª ¬¨. �®½²®¬³ ¨§ ¤¢³µ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ¯®-«³±´¥° ± § ¤ ­­»¬¨ ­  ­¨µ ¢¥ª²®°­»¬¨ ¯®«¿¬¨ ¬®¦-­® ±ª«¥¨²¼ ±´¥°³ ² ª, ·²® ­  ­¥© ¯®«³·¨¬ ­¥¯°¥°»¢­®¥¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ±³¬¬  ¨­¤¥ª±®¢ ®±®¡»µ²®·¥ª ­  ¤¢³µ ¯®«³±´¥° µ ° ¢­  2. �²®¡» ­ ©²¨ ±³¬-¬³ ¨­¤¥ª±®¢ ®±®¡»µ ²®·¥ª ­  ®±² «¼­®© · ±²¨ ±´¥°» ±g � 1 °³·ª®©, ­³¦­® ¨§ ±³¬¬» ¨­¤¥ª±®¢ ¢±¥µ ®±®¡»µ ²®-·¥ª ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  ±´¥°¥ ± g � 1 °³·ª®© ¢»·¥±²¼ 2.� °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬ 2 � 2(g � 1) � 2 = 2 � 2g, ·²® ¨²°¥¡®¢ «®±¼.�«¥¤±²¢¨¥. �±«¨ g 6= 1, ²® ­  ±´¥°¥ ± g °³·ª ¬¨ «¾¡®¥­¥¯°¥°»¢­®¥ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ¨¬¥¥² ®±®¡³¾ ²®·ª³.�´¥°  ± ®¤­®© °³·ª®© | ½²® ²®°. �  ­¥¬ ¬®¦­®¯®±²°®¨²¼ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ¡¥§ ®±®¡»µ ²®·¥ª. � ¯°¨¬¥°,



7. �¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¤¢³¬¥°­»µ ¯®¢¥°µ­®±²¿µ 81¯°¥¤±² ¢¨¬ ²®° ª ª ¢° ¹ ¾¹¥¥±¿ ª®«¥±® ¨ ° ±±¬®²°¨¬­  ­¥¬ ¯®«¥ ±ª®°®±²¥© ¤¢¨¦¥­¨¿ ²®·¥ª.�  ±´¥°¥ ± g °³·ª ¬¨ ¬®¦­® ¯®±²°®¨²¼ ­¥¯°¥°»¢­®¥¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ± ®¤­®© ®±®¡®© ²®·ª®© ¨­¤¥ª±  2�2g. �®§¼-¬¥¬ ¤«¿ ½²®£® ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ­¥¯°¥°»¢­®¥ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥± ª®­¥·­»¬ ·¨±«®¬ ®±®¡»µ ²®·¥ª. �®¥¤¨­¨¬ ¤¢¥ ®±®¡»¥²®·ª¨ ¯³²¥¬,   § ²¥¬ ±®«¼¥¬ ¨µ ¢ ®¤­³ ®±®¡³¾ ²®·ª³,±²¿­³¢ ¯³²¼ ¢ ²®·ª³. � °¥§³«¼² ²¥ ·¨±«® ®±®¡»µ ²®·¥ª³¬¥­¼¸¨²±¿ ­  1. �¤¥« ¢ ² ª ­¥±ª®«¼ª® ° §, ¯®«³·¨¬ ¢¥ª-²®°­®¥ ¯®«¥ ± ®¤­®© ®±®¡®© ²®·ª®©. �® ­ °¨±®¢ ²¼ ¥£®­  ±´¥°¥ ± g °³·ª ¬¨ § ²°³¤­¨²¥«¼­®. �²®¡» ¯®«³·¨²¼¿¢­®¥ ¨§®¡° ¦¥­¨¥ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ± ®¤­®© ®±®¡®© ²®·-ª®© ­  ±´¥°¥ ± g °³·ª ¬¨, ¬®¦­® ¯®±²³¯¨²¼ ¯®-¤°³£®¬³.� §°¥¦¥¬ ±´¥°³ ± g °³·ª ¬¨ ­  ¤¢¥ · ±²¨ ¨ ¯°®¤¥´®°¬¨-°³¥¬ ª ¦¤³¾ ¨§ ­¨µ ¢ ´¨£³°³, ¨§®¡° ¦¥­­³¾ ­  °¨±. 7.9.�¨±®¢ ²¼ ­  ¯«®±ª¨µ ´¨£³° µ ¢±¥ ¦¥ ¯°®¹¥. �  ®¤­®© ¨§· ±²¥© ¬®¦­® ¢§¿²¼ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ v ± ¯ ° ««¥«¼­»¬¨²° ¥ª²®°¨¿¬¨. �«¿ ±´¥°» ± ¤¢³¬¿ °³·ª ¬¨ ¥£® ²° ¥ª-²®°¨¨ ¨§®¡° ¦¥­» ­  °¨±. 7.11. �  £° ­¨·­»µ ®ª°³¦­®-±²¿µ ¤°³£®© · ±²¨ ¯®«³· ¥¬ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ w, ¤«¿ ª®-²®°®£® ¢¥ª²®° w(X) ±¨¬¬¥²°¨·¥­ ¢¥ª²®°³ v(X) ®²­®±¨-²¥«¼­® ª ± ²¥«¼­®© ª ®ª°³¦­®±²¨ ¢ ²®·ª¥ X. �«¿ ±´¥°»± ¤¢³¬¿ °³·ª ¬¨ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ w ­  ª° ¥ ¨§®¡° ¦¥­®­  °¨±. 7.11 (¡). �±­®¢­ ¿ ²°³¤­®±²¼ § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ²®¬,·²®¡» ¯°®¤®«¦¨²¼ ¥£® ­  ¢±¾ ´¨£³°³.
( ) (¡)�¨±³­®ª 7.11



82 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿. � ¤ ·  7.3. �°®¤®«¦¨²¥ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥, ¨§®¡° ¦¥­­®¥­  °¨±. 7.11 (¡), ­  ¢±¾ ´¨£³°³.�¥¸¥­¨¿I 7.1. �®±¯®«¼§³¥¬±¿ ®¡®§­ ·¥­¨¿¬¨ °¨±. 7.12. � ª ª ª ¢¥ª-²®°» v ¨ w ±¨¬¬¥²°¨·­» ®²­®±¨²¥«¼­® ª ± ²¥«¼­®©, ²®'1 + '2 = 2(90� + �). �®½²®¬³ '2 = 180� + 2�� '1. �³±²¼²®·ª  X ±®¢¥°¸ ¥² ¯®«­»© ®¡µ®¤ ®ª°³¦­®±²¨, ².¥. ³£®« �¨§¬¥­¿¥²±¿ ®² 0� ¤® 360�. �±«¨ ¯°¨ ½²®¬ ³£®« '1 ¨§¬¥­¿-¥²±¿ ­  n �360�, ²® ³£®« '2 ¨§¬¥­¿¥²±¿ ­  2 �360��n �360�.�²® ®§­ · ¥², ·²® ¥±«¨ ¯°¨ ®¡µ®¤¥ ®ª°³¦­®±²¨ ¢¥ª²®° v±®¢¥°¸ ¥² n ®¡®°®²®¢, ²® ¢¥ª²®° w ±®¢¥°¸ ¥² 2�n ®¡®°®-²®¢. �®£« ±­® ²¥®°¥¬¥ 6.1 ±³¬¬» ¨­¤¥ª±®¢ ®±®¡»µ ²®·¥ª¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥© v ¨ w ° ¢­» n ¨ 2 � n ±®®²¢¥²±²¢¥­­®.�®½²®¬³ ±³¬¬  ¨­¤¥ª±®¢ ®±®¡»µ ²®·¥ª ¯®«¥© v ¨ w ° ¢­ n+ (2� n) = 2.
�¨±³­®ª 7.12 �¨±³­®ª 7.13I 7.2. �®¯®±² ¢¨¬ ª ¦¤®© ²®·ª¥ X, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¥© ±´¥°¥,¯°®¥ª¶¨¾ ¢¥ª²®°  v(X) ­  ¯«®±ª®±²¼, ª ± ¾¹³¾±¿ ±´¥°»¢ ²®·ª¥ X. � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬ ­¥¯°¥°»¢­®¥ ¢¥ª²®°­®¥¯®«¥ ­  ±´¥°¥. �®£« ±­® ²¥®°¥¬¥ 7.1 ³ ½²®£® ¢¥ª²®°­®£®¯®«¿ ¥±²¼ ®±®¡ ¿ ²®·ª  X0, ².¥. ¯°®¥ª¶¨¿ ¢¥ª²®°  v(X0)



7. �¥ª²®°­»¥ ¯®«¿ ­  ¤¢³¬¥°­»µ ¯®¢¥°µ­®±²¿µ 83­  ª ± ²¥«¼­³¾ ¯«®±ª®±²¼ ­³«¥¢ ¿. �²® ®§­ · ¥², ·²® ¢¥ª-²®° v(X0) ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°¥­ ª ± ²¥«¼­®© ¯«®±ª®±²¨.I 7.3. �¬. °¨±. 7.13.



8�®¬¥®¬®°´¨§¬» ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ²®·¥ª. �¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥£®¬¥®¬®°´¨§¬»�®£« ±­® ²¥®°¥¬¥ 6.3 «¾¡®¥ ­¥¯°¥°»¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥¤¨±ª  D2 ¢ ±¥¡¿ ¨¬¥¥² ­¥¯®¤¢¨¦­³¾ ²®·ª³. �±«¨ ¦¥ ¨§¤¨±ª  ¢»°¥§ ²¼ ­¥±ª®«¼ª® ª°³£®¢, ²® ¤«¿ ¯®«³·¥­­®£®ª°³£  ± ¤»°ª ¬¨ ³¦¥ ¬®¦­® ¯®±²°®¨²¼ ­¥¯°¥°»¢­®¥ ®²®-¡° ¦¥­¨¥ ¢ ±¥¡¿ ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª. �¤¥« ²¼ ½²® ­¥-±«®¦­®.. � ¤ ·  8.1. �®±²°®©²¥ ­¥¯°¥°»¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ¡¥§­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª ª°³£  ± n ¤»°ª ¬¨ ¢ ±¥¡¿.
�¨±³­®ª 8.1

� ¤ ·³ 8.1 ¬®¦­® ³±«®¦-­¨²¼, ¯®²°¥¡®¢ ¢, ·²®¡» ®²®-¡° ¦¥­¨¥ ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®-·¥ª ¡»«® £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬. � -ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ª®«¼¶  (ª°³£ ± ®¤­®© ¤»°ª®©) ¯®±²°®¨²¼ «¥£-ª®. �«¿ ½²®£® ¤®±² ²®·­® ° ±-±¬®²°¥²¼ ¯®¢®°®² ª®«¼¶  ­  ­¥-­³«¥¢®© ³£®«. �±«¨ ª®«¨·¥±²¢®¤»°®ª n ¡®«¼¸¥ ¤¢³µ, ²® ¯®-±²°®¨²¼ £®¬¥®¬®°´¨§¬ ¡¥§ ­¥-¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª ²®¦¥ ­¥±«®¦­®. �®¦­® ±·¨² ²¼, ·²®



8. �®¬¥®¬®°´¨§¬» ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª 85®¤­  ¤»°ª  ° ±¯®«®¦¥­  ¢ ¶¥­²°¥, ¯°¨·¥¬ ´¨£³°  ¯¥°¥µ®-¤¨² ¢ ±¥¡¿ ¯°¨ ¯®¢®°®²¥ ­  ³£®« 2�n� 1 (°¨±. 8.1). �·¥¢¨¤-­®, ·²® ­¨ ®¤­  ²®·ª  ´¨£³°» ­¥ ®±² ¥²±¿ ­¥¯®¤¢¨¦­®©¯°¨ ½²®¬ ¯®¢®°®²¥.. � ¤ ·  8.2. �³¹¥±²¢³¥² «¨ £®¬¥®¬®°´¨§¬ ¡¥§ ­¥¯®-¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª ¤«¿ ª°³£  ± ¤¢³¬¿ ¤»°ª ¬¨?�³±²¼ f : M ! M | ®²®¡° ¦¥­¨¥ ­¥ª®²®°®£® ¬­®-¦¥±²¢  M ¢ ±¥¡¿, m| ­¥ª®²®°»© ½«¥¬¥­² ¬­®¦¥±²¢  M .�®«®¦¨¬, f2(m) = f(f(m)) ¨ fk(m) = f(fk�1(m)) ¯°¨k > 3. �²®¡° ¦¥­¨¥ f ­ §»¢ ¾² ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬, ¥±«¨ ¯°¨­¥ª®²®°®¬ p > 2 ¤«¿ ¢±¥µ ½«¥¬¥­²®¢ ¬­®¦¥±²¢  M ±¯° -¢¥¤«¨¢® ° ¢¥­±²¢® fp(m) = m. � ¨¬¥­¼¸¥¥ ¨§ ¢±¥µ ² ª¨µ·¨±¥« p ­ §»¢ ¾² ¯¥°¨®¤®¬ ®²®¡° ¦¥­¨¿ f .�°¥¤®±²¥°¥¦¥­¨¥. �®­¿²¨¥ ¯¥°¨®¤  ®²®¡° ¦¥­¨¿ ­¥ ¨¬¥-¥² ®²­®¸¥­¨¿ ª ¯®­¿²¨¾ ¯¥°¨®¤  ´³­ª¶¨¨. � ¯®¬­¨¬,·²® ¯¥°¨®¤®¬ ´³­ª¶¨¨ f ­ §»¢ ¾² ² ª®¥ ·¨±«® T , ·²®f(x+ T ) = f(x) ¤«¿ ¢±¥µ ·¨±¥« x.�°¨¬¥°®¬ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿ ±«³¦¨² ¯®¢®-°®² ´¨£³°» ­  ³£®«, ª° ²­»© �.�®­¿²¨¥ ¯¥°¨®¤  ¨¬¥¥² ±¬»±« ­¥ ²®«¼ª® ¤«¿ ­¥¯°¥°»¢-­»µ ®²®¡° ¦¥­¨©, ­® ¬», ª ª ¨ ° ­¼¸¥, ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨-¢ ²¼ «¨¸¼ ­¥¯°¥°»¢­»¥ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ ®²®¡° ¦¥­¨¿.. � ¤ ·  8.3. �°¨¢¥¤¨²¥ ¯°¨¬¥° ­¥¯°¥°»¢­®£® ¯¥°¨®¤¨-·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿ f ¯¥°¨®¤  4, ª®²®°®¥ ¤«¿ · ±²¨ ²®-·¥ª ¨¬¥¥² ¯¥°¨®¤ 2, ².¥. ¤«¿ ½²¨µ ²®·¥ª f(f(m)) = m ¨f(m) 6= m.�±®¡®¥ ¬¥±²® ±°¥¤¨ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ®²®¡° ¦¥­¨© § -­¨¬ ¾² ®²®¡° ¦¥­¨¿ ¯¥°¨®¤  2. � ­¨µ ¤ ¦¥ ¥±²¼ ±¯¥¶¨- «¼­®¥ ­ §¢ ­¨¥. �²®¡° ¦¥­¨¥ ¯¥°¨®¤  2 ­ §»¢ ¾² ¨­-¢®«¾¶¨¥©. �­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¨­¢®«¾¶¨¿ | ½²® ² ª®¥ ­¥²®-¦¤¥±²¢¥­­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ f :M !M , ·²® f(f(m)) = m.�°¨¬¥°®¬ ¨­¢®«¾¶¨¨ ±«³¦¨² ±¨¬¬¥²°¨¿ ®²­®±¨²¥«¼-­® ²®·ª¨, ¯°¿¬®© ¨«¨ ¯«®±ª®±²¨.



86 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿�³±²¼ f | ¨­¢®«¾¶¨¿ ¬­®¦¥±²¢  M . �®¯®±² ¢¨¬ ª -¦¤®¬³ ½«¥¬¥­²³ m ½²®£® ¬­®¦¥±²¢  ¯ °³ fm; f(m)g. �°¨½²®¬ ½«¥¬¥­²³ f(m) ±®¯®±² ¢«¿¥²±¿ ²  ¦¥ ± ¬ ¿ ¯ ° , ² ªª ª f(f(m)) = m. � ­¥ª®²®°»µ ±«³· ¿µ ½«¥¬¥­²» m ¨f(m) ±®¢¯ ¤ ¾², ².¥. m = f(m). � ¯®¬­¨¬, ·²® ² ª¨¥½«¥¬¥­²» ­ §»¢ ¾² ­¥¯®¤¢¨¦­»¬¨.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯® ¨­¢®«¾¶¨¨ f ¬®¦­® ¯®±²°®¨²¼ ° §-¡¨¥­¨¥ ¬­®¦¥±²¢  M ­  ¯ °» ½«¥¬¥­²®¢ fm; f(m)g ¨ ®²-¤¥«¼­»¥ ­¥¯®¤¢¨¦­»¥ ½«¥¬¥­²». �±­® ² ª¦¥, ·²® ¢¥°­®¨ ®¡° ²­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥, ².¥. ¯® ° §¡¨¥­¨¾ ¬­®¦¥±²¢  M­  ¯ °» ½«¥¬¥­²®¢ ¨ ®²¤¥«¼­»¥ ½«¥¬¥­²» ¬®¦­® ¯®±²°®-¨²¼ ¨­¢®«¾¶¨¾. �«¥¬¥­²» ª ¦¤®© ¯ °» ®­  ®²®¡° ¦ ¥²¤°³£ ¢ ¤°³£ ,   ª ¦¤»© ®²¤¥«¼­»© ½«¥¬¥­² ®­  ®²®¡° -¦ ¥² ¢ ± ¬®£® ±¥¡¿.�°¨¬¥° ¨­¢®«¾¶¨¨ ®ª°³¦­®±²¨ ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ±«¥-¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �»¡¥°¥¬ ²®·ª³ A, ­¥ «¥¦ ¹³¾ ­ ®ª°³¦­®±²¨. �³±²¼ X | ²®·ª  ®ª°³¦­®±²¨. �²®¡° §¨¬¥¥ ¢ ²®·ª³ f(X), ¢ ª®²®°®© ¯°¿¬ ¿ AX ¢²®°¨·­® ¯¥°¥-±¥ª ¥² ®ª°³¦­®±²¼ (¥±«¨ AX | ª ± ²¥«¼­ ¿ ª ®ª°³¦-­®±²¨, ²® f(X) = X). �«¿ ²®·ª¨ A, «¥¦ ¹¥© ¢­³²°¨®ª°³¦­®±²¨, ¯®«³· ¥¬ ¨­¢®«¾¶¨¾ ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®-·¥ª (°¨±. 8.2 ( )),   ¤«¿ ²®·ª¨ A, «¥¦ ¹¥© ¢­¥ ®ª°³¦­®-±²¨, ¯®«³· ¥¬ ¨­¢®«¾¶¨¾ ± ¤¢³¬¿ ­¥¯®¤¢¨¦­»¬¨ ²®·-ª ¬¨ (°¨±. 8.2 (¡)). �²® ±¢¿§ ­® ± ²¥¬, ·²® ¨§ ²®·ª¨,
( ) (¡)�¨±³­®ª 8.2



8. �®¬¥®¬®°´¨§¬» ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª 87«¥¦ ¹¥© ¢­³²°¨ ®ª°³¦­®±²¨, ­¥«¼§¿ ¯°®¢¥±²¨ ­¨ ®¤­®©ª ± ²¥«¼­®©,   ¨§ ²®·ª¨, «¥¦ ¹¥© ¢­¥ ®ª°³¦­®±²¨, ¬®¦-­® ¯°®¢¥±²¨ °®¢­® ¤¢¥ ª ± ²¥«¼­»¥. �ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ­¥-¯°¥°»¢­»µ ¨­¢®«¾¶¨© ®ª°³¦­®±²¨ ± ¤°³£¨¬ ·¨±«®¬ ­¥-¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª ­¥ ±³¹¥±²¢³¥².. � ¤ ·  8.4. �®ª ¦¨²¥, ·²® ª®«¨·¥±²¢® ­¥¯®¤¢¨¦­»µ²®·¥ª «¾¡®© ­¥¯°¥°»¢­®© ¨­¢®«¾¶¨¨ ®ª°³¦­®±²¨ ° ¢­®0 ¨«¨ 2.. � ¤ ·  8.5.  ) �®±²°®©²¥ ¯°¨¬¥° ¨­¢®«¾¶¨¨ ²®°  ¡¥§­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª.¡) �®±²°®©²¥ ¨­¢®«¾¶¨¾ ²®°  ± ·¥²»°¼¬¿ ­¥¯®¤¢¨¦-­»¬¨ ²®·ª ¬¨.¢) �®±²°®©²¥ ¨­¢®«¾¶¨¾ ²®° , ¬­®¦¥±²¢® ­¥¯®¤¢¨¦-­»µ ²®·¥ª ª®²®°®© | ®ª°³¦­®±²¼.. � ¤ ·  8.6. �®±²°®©²¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ²®° , ¨¬¥¾¹¥¥ ¯¥-°¨®¤ 3 ¨ ¨¬¥¾¹¥¥ °®¢­® 3 ­¥¯®¤¢¨¦­»¥ ²®·ª¨.�°¨¢¥¤¥¬ ¤¢  ¯°¨¬¥°  ¨­¢®«¾¶¨¨ ±´¥°» ± g °³·ª ¬¨.
�¨±³­®ª 8.3

�°¨¬¥° 1. �®¦­® ±·¨² ²¼,·²® ±´¥°  ± g °³·ª ¬¨¨¬¥¥² ¶¥­²° ±¨¬¬¥²°¨¨ O(°¨±. 8.3). �¨¬¬¥²°¨¿ ®²-­®±¨²¥«¼­® ²®·ª¨ O ¿¢«¿-¥²±¿ ¨­¢®«¾¶¨¥© ±´¥°» ±°³·ª ¬¨, ¯°¨·¥¬ ½²  ¨­¢®-«¾¶¨¿ ­¥ ¨¬¥¥² ­¥¯®¤¢¨¦-­»µ ²®·¥ª. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ­¥¯®¤¢¨¦­®© ²®·ª®© ° ±±¬ ²°¨-¢ ¥¬®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ «¨¸¼ ²®·ª  O. � § ¢¨±¨¬®±²¨®² ·¥²­®±²¨ g ®­  ° ±¯®«®¦¥­  «¨¡® ¢­¥ ±´¥°» ± °³·ª ¬¨,«¨¡® ¢­³²°¨ ¥¥, ­® ¢ ®¡®¨µ ±«³· ¿µ ²®·ª  O ­¥ ¯°¨­ ¤«¥-¦¨² ±´¥°¥ ± °³·ª ¬¨.�°¨¬¥° 2. �®¦­® ±·¨² ²¼, ·²® ±´¥°  ± g °³·ª ¬¨ ¨¬¥¥²®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ (±¬. ±­®¢  °¨±. 8.3). �¨¬¬¥²°¨¿ ®²­®±¨-²¥«¼­® ®±¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¨­¢®«¾¶¨¥© ±´¥°» ± g °³·ª ¬¨. �®



88 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿½²  ¨­¢®«¾¶¨¿ ­¥ ¯°¨ ¢±¥µ g ¡³¤¥² ¨­¢®«¾¶¨¥© ¡¥§ ­¥¯®-¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª. �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ¯°¨ ·¥²­®¬ g ®±¼ ±¨¬¬¥-²°¨¨ ¯¥°¥±¥ª ¥² ±´¥°³ ± °³·ª ¬¨ ¢ ¤¢³µ ²®·ª µ. � ¯°¨­¥·¥²­®¬ g ¯®«³· ¥¬ ¨­¢®«¾¶¨¾ ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª.�¥¦¤³ ¨­¢®«¾¶¨¿¬¨, ¯®±²°®¥­­»¬¨ ¢ ¯°¨¬¥° µ 1 ¨2, ¥±²¼ ±³¹¥±²¢¥­­®¥ ° §«¨·¨¥. �­¢®«¾¶¨¨ ¨§ ¯°¨¬¥°  1¨§¬¥­¿¾² ®°¨¥­² ¶¨¾ ±´¥°» ± °³·ª ¬¨,   ¨­¢®«¾¶¨¨ ¨§¯°¨¬¥°  2 ±®µ° ­¿¾² ®°¨¥­² ¶¨¾ . �» ¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤³ ±«¥-¤³¾¹¥¥. � ±±¬®²°¨¬ ¯ °³ ¢¥ª²®°®¢, ª ± ¾¹¨µ±¿ ±´¥°» ±°³·ª ¬¨ ¢ ®¤­®© ²®·ª¥. � ¯° ¢«¥­¨¥ ¢° ¹¥­¨¿ ®² ¯¥°¢®£®¢¥ª²®°  ª® ¢²®°®¬³ § ¤ ¥² ®°¨¥­² ¶¨¾ ±´¥°» ± °³·ª ¬¨.�­¢®«¾¶¨¿ ¯¥°¥¢®¤¨² ¤ ­­³¾ ¯ °³ ª ± ²¥«¼­»µ ¢¥ª²®-°®¢ ¢ ¤°³£³¾ ¯ °³ ª ± ²¥«¼­»µ ¢¥ª²®°®¢. � ±«³· ¥ ±¨¬-¬¥²°¨¨ ®²­®±¨²¥«¼­® ²®·ª¨ ­®¢ ¿ ¯ °  ª ± ²¥«¼­»µ ¢¥ª-²®°®¢ § ¤ ¥² ¤°³£³¾ ®°¨¥­² ¶¨¾ ±´¥°» ± °³·ª ¬¨,   ¢±«³· ¥ ±¨¬¬¥²°¨¨ ®²­®±¨²¥«¼­® ¯°¿¬®© | ²³ ¦¥ ± ¬³¾®°¨¥­² ¶¨¾.�±«¨ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ M § ¤ ­  ¨­¢®«¾¶¨¿ f , ²® ¬®¦­®®²®¦¤¥±²¢¨²¼ ²®·ª³ m ± ²®·ª®© f(m); ¯°¨ ½²®¬ ²®·ª f(m) ®²®¦¤¥±²¢«¿¥²±¿ ± ²®·ª®© m, ² ª ª ª f(f(m)) = m.�²³ ®¯¥° ¶¨¾ ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ±ª«¥©ª®© ¯® ¨­¢®«¾¶¨¨.�®±¬®²°¨¬, ·²® ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ±´¥°» ± g °³·ª ¬¨ ¯°¨±ª«¥©ª¥ ¯® ¨­¢®«¾¶¨¿¬, ¯®±²°®¥­­»¬ ¢ ¯°¨¬¥° µ 1 ¨ 2.� · ²¼ ¯°®¹¥ ¢±¥£® ± ¨­¢®«¾¶¨© ¨§ ¯°¨¬¥°  2 ¤«¿ ±´¥°± ­¥·¥²­»¬ ·¨±«®¬ °³·¥ª. � ª¨¥ ¨­¢®«¾¶¨¨ ±®µ° ­¿¾²®°¨¥­² ¶¨¾ ¨ ­¥ ¨¬¥¾² ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª.� ±±¬®²°¨¬ ±´¥°³ ± ­¥·¥²­»¬ ·¨±«®¬ °³·¥ª, ±¨¬¬¥-²°¨·­³¾ ®²­®±¨²¥«¼­® ¯°¿¬®© (°¨±. 8.3). � ª³¾ ±´¥°³ ±°³·ª ¬¨ ¬®¦­® ° §°¥§ ²¼ ¯«®±ª®±²¼¾, ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨, ­  ¤¢¥ · ±²¨, ®¤­  ¨§ ª®²®°»µ ¨§®¡° ¦¥-­  ­  °¨±. 8.4. �®·ª¨ ®¤­®© · ±²¨ ¬®¦­® ±ª«¥¨²¼ ± ²®·-ª ¬¨ ¤°³£®© · ±²¨, ¯®½²®¬³ ¤®±² ²®·­® ° ±±¬®²°¥²¼ ®¤-­³ ¨§ ¤¢³µ · ±²¥© ±´¥°» ± °³·ª ¬¨. �® ­  £° ­¨¶¥ ½²®©· ±²¨ ¥±²¼ ²®·ª¨, ±¨¬¬¥²°¨·­»¥ ®²­®±¨²¥«¼­® ¨±µ®¤­®©®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨. �µ ­³¦­® ±ª«¥¨²¼. �  °¨±. 8.4 ¨§®¡° ¦¥-



8. �®¬¥®¬®°´¨§¬» ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª 89­» ±²°¥«ª¨, ª®²®°»¥ ­³¦­® ±ª«¥¨²¼. �«¿ ±´¥°» ± ²°¥¬¿°³·ª ¬¨ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨²±¿ ±´¥°  ± ¤¢³¬¿ °³·ª ¬¨,  ¤«¿ ±´¥°» ± 2g+1 °³·ª®© ¯®«³·¨²±¿ ±´¥°  ± g+1 °³·ª®©.
( ) (¡)�¨±³­®ª 8.4 �¨±³­®ª 8.5� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±ª«¥©ª¨ ¯® ¨­¢®«¾¶¨¿¬ ¨§ ¯°¨-¬¥°  1. � ¯®¬­¨¬, ·²® ®­¨ ¨§¬¥­¿¾² ®°¨¥­² ¶¨¾ ¨ ­¥¨¬¥¾² ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª. �«³· ¨ ±´¥° ± ·¥²­»¬ ¨ ­¥-·¥²­»¬ ·¨±«®¬ °³·¥ª ­³¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ®²¤¥«¼­®. � °¨±. 8.5 ¯®ª § ­®, ª ª¨¥ ±ª«¥©ª¨ ­³¦­® ±¤¥« ²¼ ¤«¿ ±´¥° ±¤¢³¬¿ ¨ ²°¥¬¿ °³·ª ¬¨. �¡° ²¨²¥ ¢­¨¬ ­¨¥, ·²® ±²°¥«ª¨­  °¨±. 8.5 (¡) ­¥ ² ª¨¥, ª ª ­  °¨±. 8.4.�°¨ ±ª«¥©ª¥ ±²°¥«®ª, ¨§®¡° ¦¥­­»µ ­  °¨±. 8.5, ¢®§­¨-ª ¾² ­¥ª®²®°»¥ ²°³¤­®±²¨. �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ²°¥¡³¥¬³¾±ª«¥©ª³ ­¥«¼§¿ ¢»¯®«­¨²¼ ¢ ²°¥µ¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥.�®·­¥¥ £®¢®°¿, ¥¥ ¬®¦­® ¢»¯®«­¨²¼, «¨¸¼ ¤®¯³±ª ¿ ± -¬®¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ¯®¢¥°µ­®±²¥©. �¥§³«¼² ²» ² ª®© ±ª«¥©ª¨¨§®¡° ¦¥­» ­  °¨±. 8.6.�® ¥±«¨ ­ ± ¨­²¥°¥±³¥² ´¨£³°  «¨¸¼ ± ²®·­®±²¼¾ ¤®£®¬¥®¬®°´¨§¬ , ²® ­¥² ­¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ° ±¯®« £ ²¼ ¥¥ ¢²°¥µ¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥. � ¦­® «¨¸¼ §­ ²¼, ª ª ³±²°®-¥­» ®ª°¥±²­®±²¨ ª ¦¤®© ²®·ª¨ ´¨£³°» ¨ ª ª ½²¨ ®ª°¥±²-­®±²¨ ±²»ª³¾²±¿ ¤°³£ ± ¤°³£®¬. � ª ¦¤®© ²®·ª¨ ±´¥°»± g °³·ª ¬¨ ¥±²¼ ®ª°¥±²­®±²¼, £®¬¥®¬®°´­ ¿ ª°³£³. �ª ¦¤®© ²®·ª¨ ´¨£³°», ¯®«³·¥­­®© ¨§ ±´¥°» ± g °³·ª -¬¨ ±ª«¥©ª®© ¯® ¨­¢®«¾¶¨¨ ¨§ ¯°¨¬¥°  1, ²®¦¥ ¥±²¼ ² ª ¿



90 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿

( ) (¡)�¨±³­®ª 8.6®ª°¥±²­®±²¼. � ½²®¬ «¥£ª® ³¡¥¤¨²¼±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ °¨±. 8.5.�» ° ±±¬ ²°¨¢ «¨ «¨¸¼ ±ª«¥©ª¨ ¯® ¨­¢®«¾¶¨¿¬ ¡¥§­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª. �«¿ ² ª¨µ ¨­¢®«¾¶¨© ®¡° §®¬ ¤®-±² ²®·­® ¬ «®© ®ª°¥±²­®±²¨ U ²®·ª¨ x ¿¢«¿¥²±¿ ®ª°¥±²-­®±²¼ V ²®·ª¨ f(x), ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹ ¿±¿ ± U . �°¨ ±ª«¥©ª¥­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ®ª°¥±²­®±²¥© U ¨ V ¯®«³· ¥¬ ®ª°¥±²-­®±²¼ W , £®¬¥®¬®°´­³¾ ª ª U , ² ª ¨ V .� ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¨­¢®«¾¶¨¿ ¨¬¥¥² ­¥¯®¤¢¨¦­³¾²®·ª³ x, ¯°¨µ®¤¨²±¿ ±ª«¥¨¢ ²¼ ¤°³£ ± ¤°³£®¬ ²®·ª¨ ­¥° §­»µ ®ª°¥±²­®±²¥© U ¨ V ,   ®¤­®© ¨ ²®© ¦¥ ®ª°¥±²­®±²¨U . �²® ¯°¨¢®¤¨² ª® ¬­®£¨¬ ­¥¯°¨¿²­®±²¿¬. �» ®¡±³¤¨¬«¨¸¼ ®¤­³ ¨§ ­¨µ.�³±²¼ A | ±´¥°  ± °³·ª ¬¨, f | ¨­¢®«¾¶¨¿ ­  ­¥©,B | ´¨£³° , ¯®«³·¥­­ ¿ ¨§ A ±ª«¥©ª®© ¯® ¨­¢®«¾¶¨¨f . � ±±¬®²°¨¬ ®²®¡° ¦¥­¨¥ p : A ! B, ±®¯®±² ¢«¿¾¹¥¥²®·ª¥ a ²®·ª³ b, ¯®«³·¥­­³¾ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ±ª«¥©ª¨ ²®·¥ªa ¨ f(a). �±«¨ f | ¨­¢®«¾¶¨¿ ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª, ²®¤®±² ²®·­® ¬ « ¿ ®ª°¥±²­®±²¼ W ²®·ª¨ b ¯®«³· ¥²±¿ ¢°¥§³«¼² ²¥ ±ª«¥©ª¨ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ®ª°¥±²­®±²¥© U ¨V . �²® ®§­ · ¥², ·²® ¯°®®¡° § ®ª°¥±²­®±²¨ W ¯°¨ ®²®-¡° ¦¥­¨¨ p ±®±²®¨² ¨§ ¤¢³µ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ®ª°¥±²­®-±²¥© U ¨ V ,   ¯°®®¡° § ²®·ª¨ b ±®±²®¨² ¨§ ²®·¥ª a ¨ f(a),



8. �®¬¥®¬®°´¨§¬» ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª 91«¥¦ ¹¨µ ¢ ®ª°¥±²­®±²¿µ U ¨ V ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �±«¨ ¦¥¨­¢®«¾¶¨¿ f ¨¬¥¥² ­¥¯®¤¢¨¦­³¾ ²®·ª³ x, ²® ±¨²³ ¶¨¿±®¢±¥¬ ¨­ ¿. �®·ª  a = x ±ª«¥¨¢ ¥²±¿ ± ²®·ª®© f(x), ².¥. ± ¬  ± ±®¡®©. �®½²®¬³ ¯°®®¡° § ¯®«³·¥­­®© ²®·ª¨ b¯°¨ ®²®¡° ¦¥­¨¨ p ±®±²®¨² ­¥ ¨§ ¤¢³µ ²®·¥ª,   ¨§ ®¤­®©²®·ª¨.�±«¨ ´¨£³°  B ¯®«³·¥­  ¨§ ±´¥°» ± g °³·ª ¬¨ A±ª«¥©ª®© ¯® ¨­¢®«¾¶¨¨ f ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª, ²® ³ª ¦¤®© ²®·ª¨ b ´¨£³°» B ¥±²¼ ®ª°¥±²­®±²¼, £®¬¥®¬®°´-­ ¿ ¤¨±ª³. �®½²®¬³ ­  B ²®¦¥ ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢¥ª-²®°­»¥ ¯®«¿.�¥®°¥¬  8.1. �³¬¬  ¨­¤¥ª±®¢ ®±®¡»µ ²®·¥ª «¾¡®£® ­¥-¯°¥°»¢­®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  B ° ¢­  1� g.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ¢¥ª²®°­®¬³ ¯®«¾ w ­  B ¬®¦­® ¯®-±²°®¨²¼ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ­  A, ª®²®°®¥ ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ w ¯°¨¯°®¥ª¶¨¨ p : A! B (°¨±. 8.7). � ¦¤®© ®±®¡®© ²®·ª¥ ¢¥ª-²®°­®£® ¯®«¿ ­  B ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¤¢¥ ®±®¡»¥ ²®·ª¨ ¯®-±²°®¥­­®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  A, ¨¬¥¾¹¨¥ ²®² ¦¥ ± ¬»©¨­¤¥ª±. �®½²®¬³ ±³¬¬  ¨­¤¥ª±®¢ ®±®¡»µ ²®·¥ª ¢¥ª²®°­®-£® ¯®«¿ ­  A ¢ ¤¢  ° §  ¡®«¼¸¥ ±³¬¬» ¨­¤¥ª±®¢ ®±®¡»µ²®·¥ª ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  B. � ¤°³£®© ±²®°®­», ±®£« ±­®²¥®°¥¬¥ 7.3 ±³¬¬  ¨­¤¥ª±®¢ ®±®¡»µ ²®·¥ª «¾¡®£® ­¥¯°¥-°»¢­®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ­  ±´¥°¥ ± g °³·ª ¬¨ A ° ¢­ 2� 2g.
�¨±³­®ª 8.7 �¨±³­®ª 8.8



92 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿. � ¤ ·  8.7. �¢¥¤¥¬ ­  ²®°¥ ª®®°¤¨­ ²» ('; ), ª ª ¯®-ª § ­® ­  °¨±. 8.8. � ±±¬®²°¨¬ ¨­¢®«¾¶¨¾ ²®° , ¯¥°¥¢®-¤¿¹³¾ ²®·ª³ ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ ('; ) ¢ ²®·ª³ ± ª®®°¤¨-­ ² ¬¨ ( ;'). �®ª ¦¨²¥, ·²® ¯°¨ ±ª«¥©ª¥ ²®°  ¯® ½²®©¨­¢®«¾¶¨¨ ¯®«³· ¥²±¿ «¨±² ��¥¡¨³± .�¥¸¥­¨¿I 8.1. �»¡¥°¥¬ ¢­³²°¨ ®¤­®© ¨§ ¤»°®ª ²®·ª³ O. �²®¡° -§¨¬ ±­ · «  ª ¦¤³¾ ²®·ª³ X ª°³£  ± ¤»°ª ¬¨ ¢ ²®·-ª³, ¢ ª®²®°®© «³· OX ¯¥°¥±¥ª ¥² £° ­¨·­³¾ ®ª°³¦­®±²¼ª°³£ . �°¨ ½²®¬ ­¥¯®¤¢¨¦­»¬¨ ¡³¤³² «¨¸¼ ²®·ª¨ ½²®©®ª°³¦­®±²¨. �®¢¥°­³¢ § ²¥¬ ®ª°³¦­®±²¼ ­  ­¥­³«¥¢®©³£®«, ¯®«³·¨¬ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª.I 8.2. �²¢¥²: ¤ , ±³¹¥±²¢³¥².�°³£ ± ¤¢³¬¿ ¤»°ª ¬¨ ¬®¦­® ¯°®¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼ ¢±´¥°³ ± ²°¥¬¿ ¤»°ª ¬¨ (°¨±. 8.9). �°¨ ½²®¬ ¬®¦­® ±·¨-² ²¼, ·²® ¯®«³·¥­­ ¿ ´¨£³°  ±¨¬¬¥²°¨·­  ®²­®±¨²¥«¼­®¯«®±ª®±²¨ � ¨ ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ±¥¡¿ ¯°¨ ¯®¢®°®²¥ ­  120�¢®ª°³£ ¯°¿¬®© l, ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­®© ¯«®±ª®±²¨ �. �±­®,·²® ¯«®±ª®±²¼ � ¨ ¯°¿¬ ¿ l ¯°®µ®¤¿² ·¥°¥§ ¶¥­²° ±´¥-°». �°¥¡³¥¬»© £®¬¥®¬®°´¨§¬ | ª®¬¯®§¨¶¨¿ ±¨¬¬¥²°¨¨®²­®±¨²¥«¼­® ¯«®±ª®±²¨� ¨ ¯®¢®°®²  ­  120� ¢®ª°³£ ¯°¿-¬®© l.
�¨±³­®ª 8.9 �¨±³­®ª 8.10



8. �®¬¥®¬®°´¨§¬» ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª 93I 8.3. �°¥¡³¥¬»© ¯°¨¬¥° ®²®¡° ¦¥­¨¿ ¯®±²°®¨¬ ¤«¿ «¨-±²  ��¥¡¨³± . �ª«¥¨¬ ¤«¿ ½²®£® «¨±² ��¥¡¨³±  ¨§ ¯°¿¬®-³£®«¼­®© ¯®«®±ª¨. �°®¢¥¤¥¬ ­  ­¥© «¨­¨¨, ¯ ° ««¥«¼­»¥ª° ¾ «¨±²  ��¥¡¨³± . � ¦¤³¾ ²®·ª³ «¨±²  ��¥¡¨³±  ¯¥-°¥¬¥±²¨¬ ¯® ² ª®© «¨­¨¨ ­  ° ±±²®¿­¨¥, ° ¢­®¥ ¯®«®¢¨­¥¤«¨­» ¯®«®±ª¨ (°¨±. 8.10). �±«¨ ²®·ª  A ­¥ ° ¢­®³¤ «¥­ ®² ­¥±ª«¥¨¢ ¥¬»µ ª° ¥¢ ¯®«®±ª¨, ²® f4(A) = A, ¯°¨·¥¬²®·ª¨ A, f(A), f2(A) ¨ f3(A) ° §«¨·­». �±«¨ ¦¥ ²®·ª  B° ¢­®³¤ «¥­  ®² ª° ¥¢ ¯®«®±ª¨, ²® f2(B) = B.I 8.4. �®±² ²®·­® ° ±±¬®²°¥²¼ ±«³· ©, ª®£¤  ¨­¢®«¾¶¨¿ f®ª°³¦­®±²¨ ¨¬¥¥² ­¥¯®¤¢¨¦­³¾ ²®·ª³ A. �°¥¡³¥²±¿ ¤®-ª § ²¼, ·²® ¨­¢®«¾¶¨¿ f ¨¬¥¥² °®¢­® ®¤­³ ­¥¯®¤¢¨¦­³¾²®·ª³, ®²«¨·­³¾ ®² A.�³±²¼ B | ­¥ª®²®° ¿ ²®·ª  ®ª°³¦­®±²¨, ¯°¨·¥¬f(B) = C 6= B. �­¢®«¾¶¨¿ f ¿¢«¿¥²±¿ £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬,² ª ª ª f�1 = f . �®½²®¬³ f ®²®¡° ¦ ¥² £®¬¥®¬®°´­® ¤³-£³ AB ¢ ®¤­³ ¨§ ¤¢³µ ¤³£ ®ª°³¦­®±²¨, § ¤ ­­»µ ²®·ª ¬¨A ¨ C. �¡®§­ ·¨¬ ½²³ ¤³£³ AC.�«¿ ¤¢³µ ¤³£ AB ¨ AC ¢®§¬®¦­» ¤¢  ¢ °¨ ­²  ° ±-¯®«®¦¥­¨¿:1) ¤³£¨ AB ¨ AC ­¥ ¨¬¥¾² ®¡¹¨µ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª;2) ®¤­  ¨§ ¤³£ AB ¨ AC ±®¤¥°¦¨² ¤°³£³¾ ¤³£³.�®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ­ ¸¥© ±¨²³ ¶¨¨ ¢²®°®© ¢ °¨ ­² ­¥-¢®§¬®¦¥­. �­¢®«¾¶¨¿ f ®²®¡° ¦ ¥² ¤³£³ AC ¢ ¤³£³AB, ¯®½²®¬³ ¤³£¨ AB ¨ AC ¨£° ¾²  ­ «®£¨·­»¥ °®«¨.�³±²¼ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ ¤³£  AB ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¤³£¥AC = f(AB). �®£¤  ¤³£  f(AB) = AC ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¤³£¥f(AC) = f(f(AB)) = AB. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¤³£¨ AB ¨ AC±®¢¯ ¤ ¾², ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ³±«®¢¨¾ C 6= B.�² ª, ¤³£¨ AB ¨ AC ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿. �°®¬¥ ²®£®,¥±«¨ ¤³£  AB ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¤³£¥ AB1, ²® ¤³£  AC ±®-¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¤³£¥ AC1, £¤¥ C1 = f(B1). �²® ®§­ · ¥², ·²®¥±«¨ ²®·ª  B ¤¢¨¦¥²±¿ ¯® ®ª°³¦­®±²¨ ² ª, ·²® ¤«¨­ ¤³£¨ AB ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿, ²® ¤«¨­  ¤³£¨ AC ²®¦¥ ³¢¥«¨-·¨¢ ¥²±¿. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢ ­¥ª®²®°»© ¬®¬¥­² ²®·ª¨ B



94 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿¨ C ¢±²°¥²¿²±¿. �®·ª  ¨µ ¢±²°¥·¨ | ­¥¯®¤¢¨¦­ ¿ ²®·ª ¨­¢®«¾¶¨¨ f , ¯°¨·¥¬ ³ f ­¥² ¤°³£¨µ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª,ª°®¬¥ ½²®© ²®·ª¨ ¨ ²®·ª¨ A.
�¨±³­®ª 8.11

I 8.5. �³±²¼ O | ¶¥­²° ±¨¬-¬¥²°¨¨ ²®° , l | ¥£® ®±¼±¨¬¬¥²°¨¨, ¯°¨·¥¬ l ¯¥°¥-±¥ª ¥² ²®° ¢ ·¥²»°¥µ ²®·-ª µ (°¨±. 8.11). �¨¬¬¥²°¨¿²®°  ®²­®±¨²¥«¼­® ²®·ª¨ O­¥ ¨¬¥¥² ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®-·¥ª,   ±¨¬¬¥²°¨¿ ²®°  ®²­®-±¨²¥«¼­® ¯°¿¬®© l ¨¬¥¥² ·¥-²»°¥ ­¥¯®¤¢¨¦­»¥ ²®·ª¨.�°¨¬¥° ¨­¢®«¾¶¨¨ ²®° , ¬­®¦¥±²¢® ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®-·¥ª ª®²®°®© | ®ª°³¦­®±²¼, ´ ª²¨·¥±ª¨ ®¯¨± ­ ¢ ³±«®¢¨¨§ ¤ ·¨ 8.7. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¬­®¦¥±²¢® ²®·¥ª ²®° , ¤«¿ ª®-²®°»µ ' =  , ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ®ª°³¦­®±²¼.I 8.6. �®±¯®«¼§³¥¬±¿ ª®®°¤¨­ ² ¬¨ ('; ), ®¯¨± ­­»¬¨ ¢³±«®¢¨¨ § ¤ ·¨ 8.7. � ±±¬®²°¨¬ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ²®° , ¯¥-°¥¢®¤¿¹¥¥ ²®·ª³ ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ ('; ) ¢ ²®·ª³ ± ª®-®°¤¨­ ² ¬¨ ( ;�' �  ). �°¨ ½²®¬ ®²®¡° ¦¥­¨¨ ²®·ª ('; ) ¯¥°¥µ®¤¨² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­® ¢ ²®·ª¨ ( ;�' �  ),(� � ';') ¨ ('; ). �¥¯®¤¢¨¦­»¬¨ ¡³¤³² ²®·ª¨, ¤«¿ ª®-²®°»µ ' =  + 2m� ¨  = �' �  + 2n�, £¤¥ m ¨ n |¶¥«»¥ ·¨±« . �®¤±² ¢¨¢ ¯¥°¢®¥ ° ¢¥­±²¢® ¢® ¢²®°®¥, ¯®«³-·¨¬ 3 = 2(n�m)�, ².¥.  = 2(n�m)�3 . � ² ª ª ª ²®·ª ²®° , ¨¬¥¾¹ ¿ ª®®°¤¨­ ²» (' + 2k�;  + 2l�), ±®¢¯ ¤ ¥²± ²®·ª®© ('; ), ²® ­  ²®°¥ ¯®«³· ¥¬ ²°¨ ­¥¯®¤¢¨¦­»¥²®·ª¨,   ¨¬¥­­®, ' =  = 0, ' =  = 2�3 , ' =  = 4�3 .I 8.7. � ±±¬®²°¨¬ ­  ¯«®±ª®±²¨ O' ª¢ ¤° ² OBCD, § -¤ ­­»© ­¥° ¢¥­±²¢ ¬¨ 0 6 ',  6 2�. �ª«¥¨¢ ¯°®²¨-¢®¯®«®¦­»¥ ±²®°®­» ½²®£® ª¢ ¤° ²  (°¨±. 8.12 ( )), ¯®-



8. �®¬¥®¬®°´¨§¬» ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª 95«³·¨¬ ²®°. �²®¡° ¦¥­¨¥ ª¢ ¤° ² , ¯¥°¥¢®¤¿¹¥¥ ²®·ª³('; ) ¢ ²®·ª³ ( ;'), ¿¢«¿¥²±¿ ±¨¬¬¥²°¨¥© ®²­®±¨²¥«¼-­® ¤¨ £®­ «¨ OC. �ª«¥¨¬ ²®·ª¨ ª¢ ¤° ² , ±¨¬¬¥²°¨·-­»¥ ®²­®±¨²¥«¼­® ¤¨ £®­ «¨ OC. �°¨ ½²®¬ ¯°®¨§®©¤¥²±ª«¥©ª  ±²°¥«®ª, ­ °¨±®¢ ­­»µ ­  ±²®°®­ µ OD ¨ OB.�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¯°¨ ±ª«¥©ª¥ ²®·¥ª ²®°  ¯® ° ±±¬ ²°¨¢ -¥¬®© ¨­¢®«¾¶¨¨ ¯®«³· ¥²±¿ ² ª ¿ ¦¥ ´¨£³° , ª ª ¨ ¯°¨±ª«¥©ª¥ ¤¢³µ ±²°¥«®ª, ­ °¨±®¢ ­­»µ ­  ¤¢³µ ª ²¥² µ ¯°¿-¬®³£®«¼­®£® ²°¥³£®«¼­¨ª  (°¨±. 8.12 (¡)). � §°¥¦¥¬ ½²®²²°¥³£®«¼­¨ª ¯® ±²°¥«ª¥ b (°¨±. 8.13 ( )),   § ²¥¬ ±ª«¥¨¬±²°¥«ª¨ a (°¨±.8.13 (¡)). �¥¯¥°¼ ¿±­®, ·²® ¯®±«¥ ±ª«¥©ª¨±²°¥«®ª b ¯®«³· ¥²±¿ «¨±² ��¥¡¨³± .
( ) (¡)�¨±³­®ª 8.12

( ) (¡)�¨±³­®ª 8.13



9�¢³¬¥°­»¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡­® ¯®§­ ª®¬¨¬±¿ ±­¥ª®²®°»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¤¢³¬¥°­»µ ¯®¢¥°µ­®±²¥©.
�¨±³­®ª 9.1

�§¥« ²°¨«¨±²­¨ª ¬®¦­® ° ±-¯®«®¦¨²¼ ­  ²®°¥ (°¨±. 9.1). �°¨½²®¬ ¯®«³·¨¬ § ¬ª­³²³¾ ª°¨¢³¾,ª®²®° ¿ ²°¨¦¤» ®¡¢¨¢ ¥² ²®° ¢ ­ -¯° ¢«¥­¨¨ ¬¥°¨¤¨ ­  ¨ ¤¢ ¦¤» ¢­ ¯° ¢«¥­¨¨ ¯ ° ««¥«¨.. � ¤ ·  9.1. �³±²¼ p ¨ q | ¢§ -¨¬­® ¯°®±²»¥ ­ ²³° «¼­»¥ ·¨±« .�®ª ¦¨²¥, ·²® ­  ²®°¥ ±³¹¥±²¢³-¥² § ¬ª­³² ¿ ­¥± ¬®¯¥°¥±¥ª ¾¹ ¿±¿ ª°¨¢ ¿, ®¡¢¨¢ ¾¹ ¿¥£® p ° § ¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ¬¥°¨¤¨ ­  ¨ q ° § ¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¨¯ ° ««¥«¨.�«¿ ¬¥°¨¤¨ ­  p = 1 ¨ q = 0,   ¤«¿ ¯ ° ««¥«¨ p = 0¨ q = 1. �ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ½²¨ §­ ·¥­¨¿ p ¨ q ¢¬¥±²¥ ±®§­ ·¥­¨¿¬¨, ³ª § ­­»¬¨ ¢ § ¤ ·¥ 9.1, ¨±·¥°¯»¢ ¾² ¢±¥¢®§¬®¦­»¥ §­ ·¥­¨¿ p ¨ q. �¤­® ¨§ ­ ¨¡®«¥¥ ¯°®±²»µ ¤®-ª § ²¥«¼±²¢ ½²®£® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ¨±¯®«¼§³¥² § ¤ ·³ 9.2  ).. � ¤ ·  9.2.  ) � ±±¬®²°¨¬ ­  ¯«®±ª®±²¨ ¯°®¨§¢®«¼­³¾ª°¨¢³¾, ±®¥¤¨­¿¾¹³¾ ²®·ª¨ A ¨ B. �®ª ¦¨²¥, ·²® ¥±«¨n | ­ ²³° «¼­®¥ ·¨±«®, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ®²°¥§®ª PQ ¤«¨-



9. �¢³¬¥°­»¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ 97­®© ABn , ª®­¶» ª®²®°®£® «¥¦ ² ­  ¤ ­­®© ª°¨¢®©,   ®­± ¬ ¯ ° ««¥«¥­ ®²°¥§ª³ AB.¡) �®ª ¦¨²¥, ·²® ¥±«¨ ¯®«®¦¨²¥«¼­®¥ ·¨±«® d ­¥ ¿¢«¿-¥²±¿ ­ ²³° «¼­»¬, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ª°¨¢ ¿, ±®¥¤¨­¿¾¹ ¿²®·ª¨ A ¨ B, ¤«¿ ª®²®°®© ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ § ¤ ·¨  ) ­¥¢¥°­®,².¥. ¥±«¨ ²®·ª¨ P ¨ Q ¯°¨­ ¤«¥¦ ² ½²®© ª°¨¢®© ¨ ®²°¥§®ªPQ ¯ ° ««¥«¥­ AB, ²® ¤«¨­  ®²°¥§ª  PQ ­¥ ° ¢­  ABd .. � ¤ ·  9.3. �®ª ¦¨²¥, ·²® ¥±«¨ § ¬ª­³² ¿ ­¥± ¬®¯¥°¥-±¥ª ¾¹ ¿±¿ ª°¨¢ ¿ ­  ²®°¥ ®¡¢¨¢ ¥² ¥£® p ° § ¢ ­ ¯° ¢«¥-­¨¨ ¬¥°¨¤¨ ­  ¨ q ° § ¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ¯ ° ««¥«¨, ²® «¨¡®·¨±«  p ¨ q ¢§ ¨¬­® ¯°®±²»¥, «¨¡® ®¤­® ¨§ ­¨µ ° ¢­® 1,  ¤°³£®¥ ° ¢­® 0.�´¥°³ ¬®¦­® § ¤ ²¼ ¯®«¨­®¬¨ «¼­»¬ ³° ¢­¥­¨¥¬P (x; y; z) = 0, £¤¥ P (x; y; z) = x2 + y2 + z2 � 1. �®¦­® «¨§ ¤ ²¼ ¯®«¨­®¬¨ «¼­»¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ ±´¥°³ ± g °³·ª ¬¨?�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¤ .. � ¤ ·  9.4. �ª ¦¨²¥ ¯®«¨­®¬ P (x; y; z), ¤«¿ ª®²®°®£®³° ¢­¥­¨¥ P (x; y; z) = 0 § ¤ ¥² ±´¥°³ ± g °³·ª ¬¨.�§³·¨¬ ²¥¯¥°¼ ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡­® ¤¢¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨, ª®²®-°»¥ ­ ¬ ³¦¥ ¢±²°¥²¨«¨±¼ ¢ x 8,   ¨¬¥­­®, ¯®¢¥°µ­®±²¨,ª®²®°»¥ ¯®«³· ¾²±¿ ¯°¨ ±ª«¥©ª¥ ¤¨ ¬¥²° «¼­® ¯°®²¨¢®-¯®«®¦­»µ ²®·¥ª ±´¥°» ¨ ¯°¨ ±ª«¥©ª¥ ²®·¥ª ²®° , ±¨¬¬¥-²°¨·­»µ ®²­®±¨²¥«¼­® ¥£® ¶¥­²°  ±¨¬¬¥²°¨¨. � ¯®¬­¨¬,·²® ®­¨ ¯®«³· ¾²±¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ±ª«¥©ª¨ ±²°¥«®ª, ¨§®-¡° ¦¥­­»µ ­  °¨±. 9.2 ( ) ¨ (¡).
( ) (¡)�¨±³­®ª 9.2



98 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿� ª ³¦¥ £®¢®°¨«®±¼, ¯®±²°®¥­­ ¿ ¢ ¯°¨¬¥°¥ 1 ¨­¢®-«¾¶¨¿ ¨§¬¥­¿¥² ®°¨¥­² ¶¨¾ ±´¥°» ± °³·ª ¬¨. �§ ½²®£®±«¥¤³¥², ·²® ¯®«³·¥­­ ¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ±ª«¥©ª¨ ¯® ² ª®©¨­¢®«¾¶¨¨ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ­¥®°¨¥­²¨°³¥¬ . � ± ¬®¬ ¤¥«¥,±®¥¤¨­¨¬ ­  ±´¥°¥ ± °³·ª ¬¨ ²®·ª³ A ¨ ±¨¬¬¥²°¨·­³¾¥© ²®·ª³ A0 ­¥ª®²®°®© ª°¨¢®©. � °¥§³«¼² ²¥ ±ª«¥©ª¨ ¯®¨­¢®«¾¶¨¨ ¨§ ½²®© ª°¨¢®© ¯®«³·¨²±¿ § ¬ª­³² ¿ ª°¨¢ ¿,² ª ª ª ²®·ª¨ A ¨ A0 ±ª«¥¨¢ ¾²±¿. �¡µ®¤ ¢¤®«¼ ½²®© § -¬ª­³²®© ª°¨¢®© ¨§¬¥­¿¥² ®°¨¥­² ¶¨¾, ¯®½²®¬³ ¯®«³·¥­-­ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ­¥®°¨¥­²¨°³¥¬ .� ±±¬®²°¨¬ ±­ · «  ¯®¢¥°µ­®±²¼, ª®²®° ¿ ¯®«³· ¥²-±¿ ¯°¨ ±ª«¥©ª¥ ¤¨ ¬¥²° «¼­® ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»µ ²®·¥ª±´¥°». �²³ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ­ §»¢ ¾² ¯°®¥ª²¨¢­®© ¯«®±ª®-±²¼¾. �²®¡» ®¡º¿±­¨²¼ ¯°®¨±µ®¦¤¥­¨¥ ½²®£® ­ §¢ ­¨¿,¤ ¤¨¬ ¤°³£®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯°®¥ª²¨¢­®© ¯«®±ª®±²¨. �²®®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¡®«¥¥ ¤«¨­­®¥, ­® ®­® ±¢¿§ ­® ± ¢ ¦­»¬¨ ¯®-­¿²¨¿¬¨ ¯°®¥ª²¨¢­®© £¥®¬¥²°¨¨.
�¨±³­®ª 9.3

� ° ««¥«¼­»¥ «¨­¨¨, ­ ¯°¨¬¥° ¦¥«¥§­®¤®°®¦­»¥°¥«¼±», ª ¦³²±¿ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬¨±¿ ­  £®°¨§®­²¥. �²®¢»§»¢ ¥² ¦¥« ­¨¥ ¤®¯®«­¨²¼ ¯«®±ª®±²¼ ²®·ª ¬¨, ¢ ª®-²®°»µ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ¯ ° ««¥«¼-­»¥ ¯°¿¬»¥. � ª ½²® ±¤¥« ²¼?�®§¼¬¥¬ ²®·ª³ O, ­¥ «¥¦ ¹³¾¢ ¤ ­­®© ¯«®±ª®±²¨ �. � ¦¤®©²®·ª¥ A, «¥¦ ¹¥© ¢ ¯«®±ª®±²¨�, ¬®¦­® ±®¯®±² ¢¨²¼ ¯°¿¬³¾OA (°¨±. 9.3). �°¿¬®©, «¥¦ ¹¥©¢ ¯«®±ª®±²¨ �, ¡³¤¥² ¯°¨ ½²®¬±®¯®±² ¢«¥­  ¯«®±ª®±²¼, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ²®·ª³ O, ²®·-­¥¥ £®¢®°¿, ¯«®±ª®±²¼ §  ¨±ª«¾·¥­¨¥¬ ¯°¿¬®©, ¯°®µ®¤¿-¹¥© ·¥°¥§ ²®·ª³O ¯ ° ««¥«¼­® ¯«®±ª®±²¨ �. �±«¨ ¯°¿¬»¥l1 ¨ l2 ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ¢ ²®·ª¥ A, ²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬¯«®±ª®±²¨ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ¯® ¯°¿¬®©OA. �±«¨ ¦¥ ¯°¿¬»¥ l1¨ l2 ¯ ° ««¥«¼­», ²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬ ¯«®±ª®±²¨ ¯¥°¥-±¥ª ¾²±¿ ¯® ¯°¿¬®© m, ¯ ° ««¥«¼­®© ¯°¿¬»¬ l1 ¨ l2. �²®



9. �¢³¬¥°­»¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ 99¬®¦­® ¯®­¨¬ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ¯°¿¬»¥ l1 ¨ l2 ¯¥°¥-±¥ª ¾²±¿ ¢ ²®·ª¥, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¯°¿¬®© m. �°¿¬ ¿ m­¥ ¯¥°¥±¥ª ¥² ¯«®±ª®±²¼ �, ¯®½²®¬³ ®­  ­¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥²­¨ª ª®© ²®·ª¥ ½²®© ¯«®±ª®±²¨.�¥¯¥°¼ ¬®¦­® ¤ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿. � §®¢¥¬²®·ª ¬¨ ¯°®¥ª²¨¢­®© ¯«®±ª®±²¨ ¯°¿¬»¥, ¯°®µ®¤¿¹¨¥·¥°¥§ ²®·ª³ O,   ¯«®±ª®±²¨, ¯°®µ®¤¿¹¨¥ ·¥°¥§ ²®·ª³ O,­ §®¢¥¬ ¯°®¥ª²¨¢­»¬¨ ¯°¿¬»¬¨. �°¨ ½²®¬ ¯°¿¬»¥, ¯°®-µ®¤¿¹¨¥ ·¥°¥§ ²®·ª³ O ¯ ° ««¥«¼­® ¯«®±ª®±²¨ �, ¡³¤¥¬­ §»¢ ²¼ ¡¥±ª®­¥·­® ³¤ «¥­­»¬¨ ²®·ª ¬¨. �¢¥ ¯°®¥ª-²¨¢­»¥ ¯°¿¬»¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ °®¢­® ¢ ®¤­®© ²®·ª¥. �°®-¥ª²¨¢­»¥ ¯°¿¬»¥, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯ ° ««¥«¼­»¬ ¯°¿-¬»¬ ¯«®±ª®±²¨ �, ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ¢ ¡¥±ª®­¥·­® ³¤ «¥­­®©²®·ª¥.�²¬¥²¨¬, ·²® ¯«®±ª®±²¼ � ­¥ ³· ±²¢³¥² ¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨²®·¥ª ¯°®¥ª²¨¢­®© ¯«®±ª®±²¨ ¨ ¯°®¥ª²¨¢­»µ ¯°¿¬»µ. �®-½²®¬³ ® ¯«®±ª®±²¨ � ¬®¦­® ¢®®¡¹¥ ­¥ £®¢®°¨²¼. �®£¤ ¡¥±ª®­¥·­® ³¤ «¥­­»¥ ²®·ª¨ ­¨·¥¬ ­¥ ¡³¤³² ®²«¨· ²¼±¿®² ®±² «¼­»µ ²®·¥ª ¯°®¥ª²¨¢­®© ¯«®±ª®±²¨.�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ®¯°¥¤¥«¥­­»µ¢»¸¥ ²®·¥ª ¯°®¥ª²¨¢­®© ¯«®±ª®±²¨ £®¬¥®¬®°´­® ¯®¢¥°µ-­®±²¨, ¯®«³·¥­­®© ¢ °¥§³«¼² ²¥ ±ª«¥©ª¨ ¤¨ ¬¥²° «¼­®¯°®²¨¢®¯®«®¦­»µ ²®·¥ª ±´¥°». � ±±¬®²°¨¬ ¤«¿ ½²®£®±´¥°³ ± ¶¥­²°®¬ O. � ¦¤®© ²®·ª¥ ¯°®¥ª²¨¢­®© ¯«®±ª®-±²¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¤¢¥ ²®·ª¨ ±´¥°»,   ¨¬¥­­®, ²®·ª¨, ¢ª®²®°»µ ¯°¿¬ ¿ OA ¯¥°¥±¥ª ¥² ±´¥°³. �²¨ ²®·ª¨ ¤¨ ¬¥-²° «¼­® ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±ª«¥¨¢ ¤¨ ¬¥-²° «¼­® ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»¥ ²®·ª¨ ±´¥°», ¯®«³·¨¬ ´¨£³°³,£®¬¥®¬®°´­³¾ ¯°®¥ª²¨¢­®© ¯«®±ª®±²¨ (° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®©ª ª ¬­®¦¥±²¢® ²®·¥ª ¯°®¥ª²¨¢­®© ¯«®±ª®±²¨).. � ¤ ·  9.5. �®ª ¦¨²¥, ·²® ¥±«¨ ¨§ ¯°®¥ª²¨¢­®© ¯«®±ª®-±²¨ ¢»°¥§ ²¼ ª°³£, ²® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨²±¿ ´¨£³° ,£®¬¥®¬®°´­ ¿ «¨±²³ ��¥¡¨³± .. � ¤ ·  9.6. �»¡¥°¥¬ ­  ¯°®¥ª²¨¢­®© ¯«®±ª®±²¨ ¤¢¥¯°®¥ª²¨¢­»¥ ¯°¿¬»¥ ¨ ¢»°¥¦¥¬ ª°³£, ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨©



100 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿¨µ. �®«³·¥­­ ¿ ´¨£³°  £®¬¥®¬®°´­  «¨±²³ ��¥¡¨³± . �§®-¡° §¨²¥ ­  ­¥¬ ¢»¡° ­­»¥ ¯°®¥ª²¨¢­»¥ ¯°¿¬»¥.. � ¤ ·  9.7. � ±±¬®²°¨¬ ´¨£³°³, ²®·ª¨ ª®²®°®© ±®®²-¢¥²±²¢³¾² ¯°¿¬»¬ ­  ¯«®±ª®±²¨. �°¨ ½²®¬ ²®·ª¨ ±·¨² -¾²±¿ ¡«¨§ª¨¬¨, ¥±«¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬ ¯°¿¬»¥ ¡«¨§ª¨,².¥. ®­¨ «¨¡® ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ¯®¤ ¬ «»¬ ³£«®¬, «¨¡® ¯ ° «-«¥«¼­» ¨ ° ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ­¨¬¨ ¬ «®. �®ª ¦¨²¥, ·²® ½² ´¨£³°  £®¬¥®¬®°´­  «¨±²³ ��¥¡¨³± .� � �� ©¬¥¬±¿ ²¥¯¥°¼ ¯®¢¥°µ­®±²¼¾, ª®²®° ¿ ¯®«³· ¥²±¿¢ °¥§³«¼² ²¥ ±ª«¥©ª¨ ²®·¥ª ²®° , ±¨¬¬¥²°¨·­»µ ®²­®-±¨²¥«¼­® ¥£® ¶¥­²°  ±¨¬¬¥²°¨¨. �²  ¯®¢¥°µ­®±²¼ ­ §»-¢ ¥²±¿ ¡³²»«ª  �«¥©­ . � ª ³¦¥ £®¢®°¨«®±¼, ®­  ¯®-«³· ¥²±¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ±ª«¥©ª¨ ±²°¥«®ª, ¨§®¡° ¦¥­­»µ­  °¨±. 9.2 (¡). �±«¨ ¤®¯³±²¨²¼ ± ¬®¯¥°¥±¥·¥­¨¿, ²® ¯°¨² ª®© ±ª«¥©ª¥ ¯®«³·¨²±¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼, ¨§®¡° ¦¥­­ ¿ ­ °¨±. 9.4.
( ) (¡)�¨±³­®ª 9.4 �¨±³­®ª 9.5�³²»«ª³ �«¥©­  ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼, ±ª«¥¨¢ ¿ ®¯°¥¤¥«¥­-­»¬ ®¡° §®¬ ²®·ª¨ ±²®°®­ ª¢ ¤° ² . �²®¡» ¯®«³·¨²¼² ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ¡³²»«ª¨ �«¥©­ , ° §°¥¦¥¬ ´¨£³°³,¨§®¡° ¦¥­­³¾ ­  °¨±. 9.2 (¡), ¯® ¤³£¥, ±®¥¤¨­¿¾¹¥© ¯ °³±¨¬¬¥²°¨·­»µ ²®·¥ª A ¨ A (½²¨ ¤¢¥ ²®·ª¨ ®¡®§­ ·¥­»®¤­®© ¡³ª¢®©, ¯®²®¬³ ·²® ¯°¨ ±ª«¥©ª¥ ®­¨ ®²®¦¤¥±²¢«¿-¾²±¿ ¨ ±² ­®¢¿²±¿ ®¤­®© ²®·ª®©). � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬ª¢ ¤° ², ²®·ª¨ ±²®°®­ ª®²®°®£® ®²®¦¤¥±²¢«¿¾²±¿ ² ª,ª ª ¯®ª § ­® ­  °¨±. 9.5 ( ). �¢¥ ª®°®²ª¨¥ ±²°¥«ª¨ ¬®¦­®



9. �¢³¬¥°­»¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ 101§ ¬¥­¨²¼ ®¤­®© ±²°¥«ª®©. �®±«¥ ­¥ª®²®°»µ ¯¥°¥®¡®§­ ·¥-­¨© ¯°¨¤¥¬ ª °¨±. 9.5 (¡).�¹¥ ®¤­® ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ® ¡³²»«ª¥ �«¥©­  ¬®¦­®¯®«³·¨²¼, ° §°¥§ ¢ ª¢ ¤° ² ¯® ¤¨ £®­ «¨ (°¨±. 9.6 ( )).�ª«¥¨¢ ¯®±«¥ ½²®£® ®¤­³ ¨§ ¯ ° ±²°¥«®ª, ¯°¨¤¥¬ ª°¨±. 9.6 (¡). �®«³·¥­­»© ²°¥³£®«¼­¨ª ¬®¦­® § ¬¥­¨²¼ ­ ª¢ ¤° ² (°¨±. 9.6 (¢)).
( ) (¡)

(¢)�¨±³­®ª 9.6. � ¤ ·  9.8. �®ª ¦¨²¥, ·²® ¡³²»«ª³ �«¥©­  ¬®¦­® ° §-°¥§ ²¼ ­  ¤¢  «¨±²  ��¥¡¨³± .. � ¤ ·  9.9. � ±±¬®²°¨¬ ´¨£³°³ F , ²®·ª¨ ª®²®°®© ±®-®²¢¥²±²¢³¾² ¯ ° ¬ ²®·¥ª fx; yg, £¤¥ x | ²®·ª  ®²°¥§ª [0; 1], y| ²®·ª  «¨±²  ��¥¡¨³± . �°¨ ½²®¬ ²®·ª¨ fx1; y1g ¨fx2; y2g ´¨£³°» F ±·¨² ¾²±¿ ¡«¨§ª¨¬¨, ¥±«¨ ¡«¨§ª¨ ª ª²®·ª¨ x1 ¨ x2 ®²°¥§ª , ² ª ¨ ²®·ª¨ y1 ¨ y2 «¨±²  ��¥¡¨³± .�®ª ¦¨²¥, ·²® £° ­¨¶  ½²®© ´¨£³°» £®¬¥®¬®°´­  ¡³²»«-ª¥ �«¥©­ .. � ¤ ·  9.10. �®±²°®©²¥ ­  ¡³²»«ª¥ �«¥©­  ¨­¢®«¾¶¨¾¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª.�±«¨ ¨§ ¯°®¥ª²¨¢­®© ¯«®±ª®±²¨ ¢»°¥§ ²¼ ¤¨±ª, ²® ¯®-«³·¨¬ «¨±² ��¥¡¨³±  (§ ¤ ·  9.5). �²® ®§­ · ¥², ·²® ¯°®-



102 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿¥ª²¨¢­³¾ ¯«®±ª®±²¼ ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° -§®¬. �»°¥¦¥¬ ¨§ ±´¥°» ¤¨±ª ¨ ¯°¨ª«¥¨¬ «¨±² ��¥¡¨³± ª ª° ¾ ¯®«³·¥­­®© ±´¥°» ± ¤»°ª®©. � ¯®¬­¨¬, ·²® ª° -¥¬ «¨±²  ��¥¡¨³±  ¿¢«¿¥²±¿ ®ª°³¦­®±²¼, ª®²®°³¾ ¬®¦­®®²®¦¤¥±²¢¨²¼ ± ª° ¥¬ ±´¥°» ± ¤»°ª®©.�³²»«ª³ �«¥©­  ¬®¦­® ° §°¥§ ²¼ ­  ¤¢  «¨±²  ��¥¡¨-³± . �²® ®§­ · ¥², ·²® ¡³²»«ª³ �«¥©­  ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �»°¥¦¥¬ ¨§ ±´¥°» ¤¢  ¤¨±ª  ¨ ¯°¨-ª«¥¨¬ ª ª° ¾ ª ¦¤®© ¤»°ª¨ ¯® «¨±²³ ��¥¡¨³± .�®¬¨¬® ®¯¥° ¶¨¨ ¯°¨ª«¥¨¢ ­¨¿ «¨±²  ��¥¡¨³± , ¥±²¼¥¹¥ ®¯¥° ¶¨¿ ¯°¨ª«¥¨¢ ­¨¿ °³·ª¨ (°¨±. 9.7).
�¨±³­®ª 9.7. � ¤ ·  9.11. �®ª ¦¨²¥, ·²® ±´¥° , ª ª®²®°®© ¯°¨ª«¥-¥­» ²°¨ «¨±²  ��¥¡¨³± , £®¬¥®¬®°´­  ±´¥°¥, ª ª®²®°®©¯°¨ª«¥¥­  ®¤­  °³·ª  ¨ ®¤¨­ «¨±² ��¥¡¨³± .�¥¸¥­¨¿I 9.1. �®° ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼, ±ª«¥¨¢ ²®·ª¨ ¯«®±ª®±²¨ ± ª®-®°¤¨­ ² ¬¨ (x; y) ¨ (x + m; y + n), £¤¥ m ¨ n | ¶¥«»¥·¨±« . � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ² ª®© ±ª«¥©ª¨ ¯®«³·¨¬ª¢ ¤° ², ¨§®¡° ¦¥­­»© ­  °¨±. 9.8; ±²°¥«ª¨ ¯®ª §»¢ ¾²,ª ª¨¥ ²®·ª¨ ¥£® ±²®°®­ ­³¦­® ±ª«¥¨²¼.



9. �¢³¬¥°­»¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ 103
�¨±³­®ª 9.8 �¨±³­®ª 9.9�²®¡» ¯®«³·¨²¼ ²®° ®¯¨± ­­»¬ ¢»¸¥ ±¯®±®¡®¬, ­¥²­¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢±¾ ¯«®±ª®±²¼. �®¦­®¢§¿²¼ ¨ ¯°®¨§¢®«¼­³¾ ¥¥ · ±²¼, ±®¤¥°¦ ¹³¾ ª¢ ¤° ²,¨§®¡° ¦¥­­»© ­  °¨±. 9.8. � ¯°¨¬¥°, ¬®¦­® ¢§¿²¼ ¯°¿¬®-³£®«¼­¨ª ± ¢¥°¸¨­ ¬¨ (0; 0), (0; p), (q; 0) ¨ (q; p) (°¨±. 9.9).�¨ £®­ «¼ ½²®£® ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª , ¨±µ®¤¿¹ ¿ ¨§ ­ · « ª®®°¤¨­ ², ¢ °¥§³«¼² ²¥ ±ª«¥©ª¨ ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢ § ¬ª­³-²³¾ ª°¨¢³¾ ­  ²®°¥. �²  ª°¨¢ ¿ ®¡¢¨¢ ¥² ²®° p ° § ¢­ ¯° ¢«¥­¨¨ ¬¥°¨¤¨ ­  ¨ q ° § ¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ¯ ° ««¥«¨(¨«¨ q ° § ¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ¬¥°¨¤¨ ­  ¨ p ° § ¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¨¯ ° ««¥«¨; ½²® § ¢¨±¨² ®² ²®£®, ª ª ¨¬¥­­® ¬» ±ª«¥¨«¨²®° ¨§ ª¢ ¤° ² ).�±² ¥²±¿ ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ­  ²®°¥ ¯®«³· ¥²±¿ ­¥± ¬®-¯¥°¥±¥ª ¾¹ ¿±¿ ª°¨¢ ¿. �®®°¤¨­ ²» ²®·¥ª ° ±±¬ ²°¨¢ -¥¬®© ¤¨ £®­ «¨ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª  ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³° ¢­¥-­¨¾ px = qy. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ²®·ª¨ (x1; y1) ¨ (x2; y2),«¥¦ ¹¨¥ ­  ¤¨ £®­ «¨, ®²®¦¤¥±²¢«¿¾²±¿ ¯°¨ ±ª«¥©ª¥, ².¥.x1 = x2 + m ¨ y1 = y2 + n, £¤¥ m ¨ n | ¶¥«»¥ ·¨-±« . �·¨²»¢ ¿, ·²® px1 = qy1 ¨ px2 = qy2, ¯®«³· ¥¬p(x2 + m) = q(y2 + n) ¨ pm = qn. � ª ª ª ·¨±«  p ¨q ¢§ ¨¬­® ¯°®±²»¥, ²® m = kq ¨ n = kp. �«¥¤®¢ ²¥«¼-­®, ¯°¨ ±ª«¥©ª¥ ®²®¦¤¥±²¢«¿¾²±¿ «¨¸¼ ª®­¶» ¤¨ £®­ «¨;­¨ª ª¨¥ ¤°³£¨¥ ²®·ª¨ ¤¨ £®­ «¨ ­¥ ®²®¦¤¥±²¢«¿¾²±¿.I 9.2.  ) �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ­  ª°¨¢®©, ±®¥¤¨­¿¾¹¥© ²®-·ª¨ A ¨ B, °¥ «¨§³¥²±¿ ° ±±²®¿­¨¥ d, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥²®²°¥§®ª ¤«¨­®© d, ª®­¶» ª®²®°®£® «¥¦ ² ­  ½²®© ª°¨¢®©,  ± ¬ ®²°¥§®ª ¯ ° ««¥«¥­ AB. �°¥¡³¥²±¿ ¤®ª § ²¼, ·²®



104 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿° ±±²®¿­¨¥ ABn °¥ «¨§³¥²±¿ ­  «¾¡®© ª°¨¢®©, ±®¥¤¨­¿¾-¹¥© ²®·ª¨A ¨ B. �®ª ¦¥¬ ±­ · « , ·²® ¥±«¨ 0 < � < 1, ²®­  «¾¡®© ª°¨¢®©, ±®¥¤¨­¿¾¹¥© ²®·ª¨ A ¨ B, °¥ «¨§³¥²±¿µ®²¿ ¡» ®¤­® ¨§ ° ±±²®¿­¨© �AB ¨ (1 � �)AB. �®¦­®±·¨² ²¼, ·²® ®²°¥§®ª AB ° ±¯®«®¦¥­ ­  ®±¨ Ox, ¯°¨·¥¬ ¡±¶¨±±» ¥£® ª®­¶®¢ ° ¢­» 0 ¨ 1. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ­ ª°¨¢®© 
0 ­¥ °¥ «¨§³¾²±¿ ° ±±²®¿­¨¿ � ¨ 1 � �. �®£¤ ¯°¨ ±¤¢¨£ µ ½²®© ª°¨¢®© ¢¤®«¼ ®±¨ Ox ­  ° ±±²®¿­¨¿ �¨ 1 � � ¯®«³· ¾²±¿ ª°¨¢»¥, ­¥ ¨¬¥¾¹¨¥ ®¡¹¨µ ²®·¥ª ±¨±µ®¤­®© ª°¨¢®©. �³±²¼ 
� ¨ 
1 | ª°¨¢»¥, ¯®«³·¥­­»¥ ¨§ª°¨¢®© 
0 ±¤¢¨£ ¬¨ ¢¤®«¼ ®±¨ Ox ­  ° ±±²®¿­¨¥ � ¨ 1 ¢¯®«®¦¨²¥«¼­®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨. �®£¤  ª°¨¢ ¿ 
� ­¥ ¯¥°¥±¥-ª ¥²±¿ ­¨ ± 
0, ­¨ ± 
1. �®±²°®¨¬ ª°¨¢³¾ L ±«¥¤³¾¹¨¬®¡° §®¬. �»¡¥°¥¬ ­  ª°¨¢®© 
� ²®·ª³ ± ¬ ª±¨¬ «¼­®©®°¤¨­ ²®© ¨ ¯°®¢¥¤¥¬ ¨§ ­¥¥ «³·, ¯ ° ««¥«¼­»© ®±¨ Oy,¯® ­ ¯° ¢«¥­¨¾ ª +1,   ¨§ ²®·ª¨ ± ¬¨­¨¬ «¼­®© ®°¤¨­ -²®© ¯°®¢¥¤¥¬ «³· ¯® ­ ¯° ¢«¥­¨¾ �1 (°¨±. 9.10). �°¨¢ ¿
�¨±³­®ª 9.10L ±®±²®¨² ¨§ ½²¨µ ¤¢³µ «³·¥© ¨ · ±²¨ ª°¨¢®© 
�, ¨¤³¹¥©¨§ ­ · «  ®¤­®£® «³·  ¢ ­ · «® ¤°³£®£®. �°¨¢»¥ 
0 ¨ 
1­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ­¨ ± ª°¨¢®© 
�, ­¨ ± ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¬¨«³· ¬¨. �®½²®¬³ ®­¨ ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ± ª°¨¢®© L. � ² ªª ª ª°¨¢ ¿ L ° §¡¨¢ ¥² ¯«®±ª®±²¼ ­  ¤¢¥ · ±²¨, ¯°¨·¥¬²®·ª¨ ª°¨¢»µ 
0 ¨ 
1 ± ¬ ª±¨¬ «¼­»¬¨ ®°¤¨­ ² ¬¨ «¥¦ ²¢ ° §­»µ · ±²¿µ, ²® ª°¨¢»¥ 
0 ¨ 
1 «¥¦ ² ¢ ° §­»µ · ±²¿µ.



9. �¢³¬¥°­»¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ 105� ¤°³£®© ±²®°®­», ª°¨¢»¥ 
0 ¨ 
1 ¨¬¥¾² ®¡¹³¾ ²®·ª³± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ (1,0). �®«³·¥­® ¯°®²¨¢®°¥·¨¥, ¯®½²®¬³µ®²¿ ¡» ®¤­® ¨§ ° ±±²®¿­¨© � ¨ 1� � °¥ «¨§³¥²±¿.�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼ ¨­¤³ª¶¨¥© ¯® n, ·²® ° ±±²®¿­¨¥ ABn°¥ «¨§³¥²±¿ ­  «¾¡®© ª°¨¢®©. �°¨ n = 1 ³²¢¥°¦¤¥­¨¥®·¥¢¨¤­®. � £ ¨­¤³ª¶¨¨ ¤¥« ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.�³±²¼ � = 1=n. �®£¤ 1� � = n� 1n ;¯®½²®¬³ ®¤­® ¨§ ° ±±²®¿­¨© ABn ¨ (n� 1)ABn °¥ «¨§³-¥²±¿. �±«¨ °¥ «¨§³¥²±¿ ° ±±²®¿­¨¥ ABn , ²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥¤®ª § ­®. �±«¨ °¥ «¨§³¥²±¿ ° ±±²®¿­¨¥ (n� 1)ABn , ²® ¤«¿ª°¨¢®©, ±®¥¤¨­¿¾¹¥© ª®­¶» ®²°¥§ª  ¤«¨­®© (n� 1)ABn ,±®£« ±­® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¾ ¨­¤³ª¶¨¨ °¥ «¨§³¥²±¿ ° ±±²®¿-­¨¥ 1n� 1 (n� 1)ABn = ABn :¡) �³±²¼ n | ¶¥« ¿ · ±²¼ ·¨±«  d. � §¤¥«¨¬ ®²°¥§®ª[n; d] ­  n ° ¢­»µ · ±²¥©. �  °¨±. 9.11 ¨§®¡° ¦¥­  ª°¨¢ ¿
, ±®¥¤¨­¿¾¹ ¿ ª®­¶» ®²°¥§ª  AB ¤«¨­®© d. �³­ª²¨°­ ¿ª°¨¢ ¿ 
0 ¯®«³·¥­  ¨§ ª°¨¢®© 
 ±¤¢¨£®¬ ¢¤®«¼ ®²°¥§ª  AB­  ° ±±²®¿­¨¥ 1. � ª ª ª ª°¨¢»¥ 
 ¨ 
0 ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿,²® ­  ª°¨¢®© 
 ­¥ °¥ «¨§³¥²±¿ ° ±±²®¿­¨¥ AB=d = 1.
�¨±³­®ª 9.11



106 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿I 9.3. �³±²¼ § ¬ª­³² ¿ ª°¨¢ ¿ 
 ®¡¢¨¢ ¥² ²®° p ° § ¢­ ¯° ¢«¥­¨¨ ¬¥°¨¤¨ ­  ¨ q ° § ¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ¯ ° ««¥-«¨. �²®¦¤¥±²¢¨¬ ²®·ª¨ ¯«®±ª®±²¨, ¨¬¥¾¹¨¥ ª®®°¤¨­ ²»(x; y) ¨ (x+m; y+n), £¤¥ m ¨ n| ¶¥«»¥ ·¨±« . � °¥§³«¼-² ²¥ ¯®«³·¨¬ ²®°. �°¨ ² ª®© ±ª«¥©ª¥ ª°¨¢³¾ 
 ¬®¦­®¯®«³·¨²¼ ¨§ ª°¨¢®© �, ±®¥¤¨­¿¾¹¥© ­  ¯«®±ª®±²¨ ²®·ª¨A = (0; 0) ¨ B = (p; q).�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ·¨±«  p ¨ q «¨¡® ®¡  ­¥ ° ¢­» ­³«¾¨ ¨¬¥¾² ®¡¹¨© ¤¥«¨²¥«¼ d 6= 1, «¨¡® ®¤­® ¨§ ­¨µ ° ¢­®­³«¾,   ¤°³£®¥ ° ¢­® d 6= 1. �®£« ±­® § ¤ ·¥ 9.2  ) ­ ª°¨¢®© � °¥ «¨§³¥²±¿ ° ±±²®¿­¨¥ ABd , ².¥. ­  ª°¨¢®© �¬®¦­® ¢»¡° ²¼ ²®·ª¨ P ¨ Q ² ª, ·²®��!PQ = 1d��!AB:�¥ª²®° ��!PQ ¨¬¥¥² ¶¥«®·¨±«¥­­»¥ ª®®°¤¨­ ²» (pd; qd), ¯®-½²®¬³ ²®·ª¨ P ¨ Q ®²®¦¤¥±²¢«¿¾²±¿, ².¥. ®­¨ ±®®²¢¥²-±²¢³¾² ®¤­®© ¨ ²®© ¦¥ ²®·ª¥ ²®° . �²® ®§­ · ¥², ·²®ª°¨¢ ¿ 
 ± ¬®¯¥°¥±¥ª ¾¹ ¿±¿.I 9.4. � ¬¥²¨¬ ±­ · « , ·²® ¥±«¨ Q(x; y) | ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ g±®¬­®¦¨²¥«¥© ¢¨¤  (x� 2k + 1)2 + y2 � 1, £¤¥ k = 1; : : : ; g,²® ³° ¢­¥­¨¥ Q(x; y) = 0 § ¤ ¥² ­  ¯«®±ª®±²¨ ¬­®¦¥±²¢®,±®±²®¿¹¥¥ ¨§ g ®ª°³¦­®±²¥© (°¨±. 9.12). �®½²®¬³ ³° ¢­¥-­¨¥ Q(x; y) + z2 � " = 0;£¤¥ " | ¤®±² ²®·­® ¬ «®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼­®¥ ·¨±«®, § ¤ ¥²±´¥°³ ± g °³·ª ¬¨.
1 2 3 g�¨±³­®ª 9.12



9. �¢³¬¥°­»¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ 107I 9.5. �  °¨±. 9.13 ( ) ¯®ª § ­®, ª ª ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼¯°®¥ª²¨¢­³¾ ¯«®±ª®±²¼ ± ¢»°¥§ ­­»¬ ¤¨±ª®¬. �¤¥« ¥¬° §°¥§» b ¨ c, ¨§®¡° ¦¥­­»¥ ­  °¨±. 9.13 (¡). � ²¥¬ ±ª«¥-¨¬ ±²°¥«ª¨ a (°¨±. 9.13 (¢)). � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬ «¨±²��¥¡¨³± .
( ) (¡) (¢)�¨±³­®ª 9.13I 9.6. �  «¨±²¥ ��¥¡¨³±  ¤¢¥ ¯°®¥ª²¨¢­»¥ ¯°¿¬»¥ ¢»£«¿-¤¿² ² ª, ª ª ¯®ª § ­® ­  °¨±. 9.14.

�¨±³­®ª 9.14I 9.7. �°¿¬ ¿ ­  ¯«®±ª®±²¨ § ¤ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥¬ ax+ by+c = 0, £¤¥ ·¨±«  a ¨ b ­¥ ° ¢­» ­³«¾ ®¤­®¢°¥¬¥­­®. �®-½²®¬³ ¯°¿¬®© ¬®¦­® ±®¯®±² ¢¨²¼ ²°®©ª³ ·¨±¥« (a; b; c).�°®©ª¨ (a; b; c) ¨ (�a; �b; �c), £¤¥ � 6= 0, § ¤ ¾² ®¤­³ ¨ ²³¦¥ ¯°¿¬³¾. �®½²®¬³ ¬­®¦¥±²¢® ¯°¿¬»µ ­  ¯«®±ª®±²¨ £®-¬¥®¬®°´­® ¯°®¥ª²¨¢­®© ¯«®±ª®±²¨, ¨§ ª®²®°®© ¢»ª®«®² ²®·ª , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ²°®©ª¥ (0,0,1).�°®¥ª²¨¢­ ¿ ¯«®±ª®±²¼ ± ¢»ª®«®²®© ²®·ª®© £®¬¥®-¬®°´­  «¨±²³ ��¥¡¨³± . �°¨ ½²®¬ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²®£° ­¨·­ ¿ ®ª°³¦­®±²¼ ­¥ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² «¨±²³ ��¥¡¨³± .



108 � £«¿¤­ ¿ ²®¯®«®£¨¿I 9.8. � ¯®¬­¨¬, ·²® ¤¢  ±¯®±®¡  ±ª«¥©ª¨ ¡³²»«ª¨ �«¥©-­  ¨§ ª¢ ¤° ²  ¨§®¡° ¦¥­» ­  °¨±. 9.5 (¡) ¨ 9.6 (¢). � °¨±. 9.15 ¯³­ª²¨°®¬ ¨§®¡° ¦¥­» ²°¥¡³¥¬»¥ ° §°¥§» ¤«¿®¡®¨µ ±¯®±®¡®¢ ±ª«¥©ª¨.
( ) (¡)�¨±³­®ª 9.15I 9.9. �°¥¤±² ¢¨¬ «¨±² ��¥¡¨³±  ª ª ¯°®¥ª²¨¢­³¾ ¯«®±-ª®±²¼ ± ¢»°¥§ ­­»¬ ¤¨±ª®¬, ².¥. ª ª ª®«¼¶®, ­  ¢­³-²°¥­­¥© £° ­¨·­®© ®ª°³¦­®±²¨ ª®²®°®£® ®²®¦¤¥±²¢«¥­»¤¨ ¬¥²° «¼­® ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»¥ ²®·ª¨ (°¨±. 9.16 ( )). �®-£¤  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬³¾ ´¨£³°³ ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª ¶¨-«¨­¤°, ¨§ ª®²®°®£® ¢»°¥§ ­ ¬¥­¼¸¨© ¶¨«¨­¤° ¨ ¯°¨ ½²®¬£° ­¨·­»¥ ²®·ª¨ ¬¥­¼¸¥£® ¶¨«¨­¤°  ®²®¦¤¥±²¢«¥­» ² ª,ª ª ¯®ª § ­® ­  °¨±. 9.16 (¡). �®±«¥ ±ª«¥©ª¨ £° ­¨·­»¥²®·ª¨ ¬¥­¼¸¥£® ¶¨«¨­¤° , ­¥ «¥¦ ¹¨¥ ­  ¥£® ®±­®¢ ­¨¿µ,¯¥°¥±² ­³² ¡»²¼ £° ­¨·­»¬¨. �®½²®¬³ £° ­¨¶  ° ±±¬ -²°¨¢ ¥¬®© ´¨£³°» ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±´¥°³, ¨§ ª®²®-°®© ¢»°¥§ ­» ¤¢  ¤¨±ª  ¨ ¢¬¥±²® ­¨µ ¢ª«¥¥­» ¤¢  «¨±² ��¥¡¨³± . �²  ¯®¢¥°µ­®±²¼ £®¬¥®¬®°´­  ¡³²»«ª¥ �«¥©­ .

( ) (¡)�¨±³­®ª 9.16 �¨±³­®ª 9.17



9. �¢³¬¥°­»¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ 109I 9.10. � ±±¬®²°¨¬ ¡®ª®¢³¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¯°¿¬®£® ª°³£®-¢®£® ¶¨«¨­¤° . �¥ £° ­¨¶  ±®±²®¨² ¨§ ¤¢³µ ®ª°³¦­®±²¥©.�²®¦¤¥±²¢¨¢ ¨µ ²®·ª¨, ±¨¬¬¥²°¨·­»¥ ®²­®±¨²¥«¼­® ¶¥­-²°  ±¨¬¬¥²°¨¨ ¶¨«¨­¤°  ¯®«³·¨¬ ¡³²»«ª³ �«¥©­ . �°¥-¡³¥¬ ¿ ¨­¢®«¾¶¨¿ f ½²®© ¡³²»«ª¨ �«¥©­  | ±¨¬¬¥²°¨¿®²­®±¨²¥«¼­® ®±¨ ¶¨«¨­¤°  (°¨±. 9.17).I 9.11. �´¥° , ª ª®²®°®© ¯°¨ª«¥¥­» ¤¢  «¨±²  ��¥¡¨³± ,£®¬¥®¬®°´­  ¡³²»«ª¥ �«¥©­ . �®½²®¬³ ±´¥° , ª ª®²®-°®© ¯°¨ª«¥¥­» ²°¨ «¨±²  ��¥¡¨³± , £®¬¥®¬®°´­  ¡³²»«ª¥�«¥©­ , ª ª®²®°®© ¯°¨ª«¥¥­ ®¤¨­ «¨±² ��¥¡¨³± . � ª ¿´¨£³°  ¨§®¡° ¦¥­  ­  °¨±. 9.18 ( ). �¤¥« ¥¬ ° §°¥§ c,  § ²¥¬ ±ª«¥¨¬ ±²°¥«ª¨ b (°¨±. 9.18 (¡)). � °¥§³«¼² ²¥ ¯®-«³·¨¬ ±´¥°³, ª ª®²®°®© ¯°¨ª«¥¥­» °³·ª  a ¨ «¨±² ��¥-¡¨³±  c.
( ) (¡)�¨±³­®ª 9.18
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